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2014

Curso 2013/14

Modelo 2014
OpPcIiON A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Dadas las matrices A = 30 & B = 20 & C= - 4
a —1 0 1 1 =2

a) (1 punto) Héllense los valore de a y b para los que se cumple A+ B+ AB = C.

b) (1 punto) Para el caso en el que a = 1 y b = 2, determinese la matriz X que
verifica BX — A =1, donde I es la matriz identidad.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién A)

Solucion.

a) A+ B+ AB=C
3 0 -2 b 3 0 -2 b -5 4
+ + : =
a —1 0 1 a —1 0 1 1 -2
1 b —6 3b -5 4
+ = —
a 0 —2a ab—1 1 =2
-5=-5V
=4 = |b=1

—a=1 = |a=-1
—2=ab-1 = -2=-1-1-1V




Curso 2013/14

b) BX—A=1=BX=1+A=B"'""BX=B1-(I+A) =X=B"1(I+A)
—_——

w2 ()] JCE AN
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un armador,
compuesta por pesqueros de 500 toneladas y yates de 100 toneladas. Cada pesquero
se tarda en reparar 100 horas y cada yate 50 horas. El astillero dispone de 1600 horas
para hacer las reparaciones. Por politica de empresa, el astillero no acepta encargos
de mas de 12 pesqueros ni mas de 16 yates. Las reparaciones se pagan a 100 euros la
tonelada, independientemente del tipo de barco. ;Cuantos barcos de cada clase debe
reparar el astillero para maximizar el ingreso con este encargo? ;Cual es dicho ingreso

maximo?
(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién A)
Solucién.
Pesqueros | Yates | Restriccién
Tiempo reparacion (h) 100 50 < 1600
r<12 |y>16
» Incégnitas xr = “N? de pesqueros reparados”

y = “N° de yates reparados”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-

sentacion
(1 100z + 50y < 1600 D 2x+y <320 — (0,320) & (160,0)
@ x <12 N @ x <12 — (12,0)
B y<L16 B y<16 — (0,16)
z,y=>0 z,y >0

» Funcidén objetivo f(z,y) = 500002 + 10000y

» Regidén factible Representamos la

region y calculamos los vértices. Y \
s Optimizacién de F.O. Evaluamos -e 8: (0, 16} C: 8. 16)
f(z,y) en cada vértice “ y=16
Punto | = | y | f(z,v) 2 ety =82
A 010 0 1
B 0 | 16 | 160000 8 D: (12, 8)
C 8 | 16 | 560000 6 —
D 12| 8 | 680000 .
E 12| 0 | 600000 \
A: (0, 0) E: (12, 0)
Por tanto el ingreso maximo es de 680000 eu- o 2 a 6 8 0 1 14

ros reparando 12 barcos pesqueros y 8 yates.

o
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Curso 2013/14

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

—4
2—1 six <0
fla) =377
1 siz>0
T

a) (1 punto) Determinense las asintotas de la funcién y los puntos de corte con los
ejes.
1

b) (1 punto) Calcﬁlese/ f(z)dx

-1

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién A)

Solucion.

Reescribimos la funcion f(z):

3 six <0
)z
fay =4 "2
T siz>0
T

a) Corte con los ejes

—x—6
’ > =0=-2-6=0=2=-6<0= (6,0
Eje OX:y =0 = x1+
— 1= 1.
T 0= 0= 7 So
EjeOY:2=0 = y=—— —1=-3 = (0,-3
je T V=019 (0,-3)

s A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador

fil) 2 24+2=0 = 2=-2<0V
folz) 2 2+1=0 = 2==1<0

—r—6 _ {_4} IEEI; f(z)

— | =400
, 0~
1m
z—=-2 1+ 2

R

= A. Horizontal i .

., —x—6 00 . ~% ) siz<o0
y= lim =|—|=—-1= AH eny=-1 | _ ) zratoies
z——oc0 x4+ 2 00 T—>—00 P = 1 .

| s I_+1 siz>0
= { = = yzi_f N—
Y xEIJPOO T+ 0= éi{_[oo eny =0 Sa——e—w__ s 4 _p o 2 _4__5 _8_ _1w 1
y=-1 N
= A. Oblicua Como hay A.H. = A A.O. //
z—+o00 z—+o0 z=—3

8 Matematicas CCSS - Exdamenes resueltos



-1

Curso 2013/14

/1f()d —/0(_4 1>d +/1 L dr— —dmfr+2—a’ +lnje+ 1!
xT)ar = . +2 x 0 1 xr = n|r ‘T—l n|xr 0

x T +

0 0
= (—4In2-0) — (—M+ 1) +In2—1aT=—4In2—1+1n?2

=1—-3n2=1—-In8

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que la probabilidad de

que no ocurra B es 0.6. Si el suceso B ocurre, entonces la probabilidad de que el suceso
A ocurra es de 0.4 y si el suceso A ocurre, la probabilidad de que el suceso B ocurra
es 0.25. Calctilese:

a) (0.5 puntos) P(B) c¢) (0.5 puntos) P(A)
b) (0.5 puntos) P(AN B) d) (0.5 puntos) P(AU B)

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién A)

Solucion.

Del enunciado sabemos que:

P(B)=06 & PA|B)=04 & P(B|A) =025

a) P(B)=1-P(B)=1-0.6=0.4
(A

b) P(A| B) = PP(;)B) . P(ANB)=P(A| B)-P(B) = 04-04 = 0.16
o) P(B14)= P(;l(;)B) = P = ];((275; = 8;? =064

d) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0.64 + 0.4 — 0.16 = 0.88

https://aprendeconmigomelon.com 9
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Curso 2013/14

Ejercicio 5 (2 puntos)

EI contenido en alquitran de una determinada marca de cigarrillos se puede apro-
ximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y
desviacion tipica 4 mg.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria de tamano 20 y se obtiene que su
media muestral es de 22 mg. Determinese un intervalo de confianza al 90 % para
el contenido medio de alquitran en un cigarrillo de la citada marca.

b) (1 punto) Determinese el tamano minimo de la muestra para que el error maximo
cometido en la estimacion de la media sea menor que 0.5 mg, con un nivel de
confianza del 90 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién A)

Solucion.

X = “Contenido en alquitran (mg)” — X : M(u,4)

a) X : N(p,4) =25 7 =22

1-a=09 = a=01 = ap=005 = 1 —ok=095 " - —1645

4
E:za/Q-;ﬁ = L6450 = 147

[.C.go%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.go%(/.t) = (2053, 2347)

b)n=? & E<05 & 1-a=09

l—a=09 = a=01 = ah =005 = 1—ap=095 %, —1645

o 4 4 \2
E= ey —— = 1645 — <05 = n> (1645 —) =17318 = |n =174
ok n Jn " ( 0.5> -

10
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Curso 2013/14

Modelo 2014
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+3y+z=1
20+ 06y +z2=0
—r+ay+4z=1
a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardametro a € R.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién B)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 3 111

|

A/A =] 2 6 110
I

—1a4:1

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=a+3=0 = a=-3

n Sia# -3 |Al#0 = ran(4) = 3 = ran(A*) = n° incég. Z2Ls  SISTE-
MA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 3 111

|

s Sia=-3 = A/A*=| 2 6 110
|

-1 =3 411

|A] =0 = ran(A4) < 3y como

1
) |7£O = ran(A4) =2

3 11
6 1 0]|=24#0 = ran(A*) =3
-3 4 1
ran(A) =2 # ran(A*) =3 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (A solucion)

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss, teniendo en cuenta que

https://aprendeconmigomelon.com 11
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se trata de un S.C.D.

1 3 111 13 111
| |
A/A*=| 2 6 110 |~| FB—2FR |~] 00 —11-2
| |
-1 0 411 F3+F1 03 51 2
:>x+3~(—§)+2:1 = | z=
=3y+5-2=2 =| y=-883
O
Ejercicio 2 (2 puntos)
La figura representa la gréfica de una funcién f : [—6,5] — R. Contéstese razona-

damente a las preguntas planteadas.

AT 1 //
[6 y L4 3 [2 ‘1 1 2 }/ 4 5
. e

a) (0.5 puntos) ;Para qué valores de x es f'(x) > 07

b) (0.5 puntos) ;En qué puntos del intervalo [—6,5] f alcanza sus extremos relati-
vos?

4
c¢) (0.5 puntos) ;Cual es el signo de / f(z)dx?

2
d) (0.5 puntos) ;En qué valores de (—6,5) f no es derivable?

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién B)

Solucion.

a) f'(x) > 0 en el intervalo (—6,—2) U (1,5), ya que es en este intervalo en donde la
funcién es creciente.

b) En 2 = 1 hay un minimo relativo, mientras que en x = —2 hay un méximo relativo.
El minimo absoluto se encuentra en x = —6 y el maximo absoluto en x = 5.

4
c) El signo de / f(z)dx es < 0, ya que el area limitada por la grafica de la funcién

y las rectas x = 2 y x = 4 que esta situada por debajo del eje OX es mayor que la
situada por encima del mismo.

d) La funcién f no es derivable en z = 1 ya que en ese punto la funcién hace un pico
(la pendiente de la recta tangente a uno y otro lado del punto es distinta).

o
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Curso 2013/14

Ejercicio 3 (2 puntos)

Sea la funcién
202 —ar+1 siz<l1
|

-2 43 —b siz>1

a) (1 punto) Determinense los valores de a y b que hacen que f sea continua en

leyquef(%>:i.

b) (1 punto) Para el caso en el que a = 1 y b = 4, hallese la ecuacién de la recta
tangente a la grafica de f en v = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién B)

Solucioén.
a) -Eﬁf@):i ::—{E>%+&<g>—b=i — [p=2
» Siz=
. JE{E flx) = lin%(2x2 —ar+1)=3—a
.aggf@)zggpﬂ?+3x—2)=o

e f(1)=2-12—a-141=3—q

Para que f(z) sea continua en z = 1

lim f(z)= lim f(z)=f(1) = 3—a=0 = |a=3

z—1— z—1t+

b) Para a =1y b =4 la funcién sera:

() 202 —x+1 siz<1
z) —
— 2?2 +3r—4 siz>1

:f(m)_{212—1+1 siz <1
Tg=3 = Yo = f(;po) — f2(3) E—/ . | —z’43c—4 siz>1

= (20,%0) = (3, —4)
folz) = —2x+3
my = f'(wo) = f4(3) = =3 :

r=y—yo=m- (T — )
y+4=-3-(z—3)
r=y=-3r+5

https://aprendeconmigomelon.com 13
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En una determinada poblacién, el 30 % de las personas que deciden iniciar una
dieta de adelgazamiento utilizan algiin tipo de supervision médica mientras que el
40 % de todas las personas que inician una dieta de adelgazamiento continiian con ella
al menos un mes. En esa poblacién, el 80 % de las personas que inician la dieta sin
supervision abandona antes del primer mes.

a) (1 punto) Se escoge al azar a un individuo de esa poblacion del que sabemos
que ha iniciado una dieta. ;Cual es la probabilidad de que abandonara antes del
primer mes y no hubiera tenido supervision médica?

b) (1 punto) ;Qué porcentaje de las personas que inician una dieta con supervision
médica abandona antes del primer mes?

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

M = “La dieta tiene supervisiéon médica”

A = “El cliente abandona la dieta antes del primer mes”

14 FOrRMA: TABLA DE CONTINGENCIA

P(ANM)

M | M [ Total| a) P(A| D)= = P(ANM) = P(M)-P(A | 1)

A 1056|056 0.6

POV

A 1026014 | 0.4

— P(ANDM)=0.7-0.8 = 0.56

P(ANM 04
Total | 0.3 | 0.7 1 b) P(A| M) = (ANM) _ 00 = 0.133

P(M) — 03

24 FORMA: DIAGRAMA DE ARBOL

p
@ a) P(AND) = P(MNA) = P(M)- P(A| )

0.3 l—p =0.7-0.8=0.56
/ b) P(A) = P((MNA)U (M nA))

0.8 =P(MNA)+PMnNA)
& . @ =P(M)-P(A| M)+P(M)-P(A| M)

— 0.4=03-(1-p)+0.7:0.2 = p=0.133

0.2u
— P(A| M)=0.133

14
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El nimero de kilémetros recorridos en un dia determinado por un conductor de
una empresa de transporte se puede aproximar por una variable aleatoria X con una
distribucién normal de media .

a) (1 punto) Se obtuvo una muestra aleatoria simple, con los siguientes resultados:
40 28 41 102 95 33 108 20 64

Determinese un intervalo de confianza al 95 % para p si la variable aleatoria X
tiene una desviacion tipica igual a 30 km.

b) (1 punto) ;Cuadl seria el error de estimacién de p usando un intervalo de confianza
con un nivel del 90 %, construido a partir de una muestra de tamano 4, si la
desviacion tipica de la variable aleatoria X fuera de 50 km?

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2014 - Opcién B)

Solucion.

X = “Distancia recorrida por un conductor (km/dia)” — X : N'(p, o)

. 40 + 28 + 41 + 102 + 95 + 33 + 108 4 20 + 64
1-a =095 = a=005 = o»=0025 = 1—op=0975 2% >, =1.96
o 30
E =z —=196- "= =19.6
PV Vo
].C’.95%(,u) = (f— E. 7T+ E) - 1.0.95%(/,6) = (394, 786)
b) X : N (,50) == X : N (p, 25 = 25)
Tabla

l-a=09 = a=01 = *2=005 = 1—-22=0.95 —— 2., = 1.645

0 =41.125

5
E:Za/2'7:1.645'ﬁ

SIE
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Junio 2014

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
2 1 3
Sean las matrices A=| —1 0 & B = 0 2
1 -2 -1 0

a) (1 punto) Calctlese (ATB)A, donde AT denota a la traspuesta de la matriz A.

0
b) (1 punto) Resuélvase la ecuacion matricial A - ( ’ ) =1 —1
Y

5

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A)

Solucién.

3 1 -1
- 2 -1 1 5 0 1 1 0
a) (ATB> 1: . 0 2 — - .
1 0 =2 1 0 5 1 5 -5 5

0 2 0 5 110
X | |

b) A ( ): -1 (~( -1 0 =1 |~ |2F+F |~ 0 112
I I

Y 5 1 -2 5 2F, — F 0 —51 10

16
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién f(x,y) = bx — 2y y la region del plano S definida por el
siguiente conjunto de restricciones:

r—2y<0 & z4y<6 & zz>0 & y<3
a) (1 punto) Represéntese la regién S.

b) (1 punto) Calctlense las coordenadas de los vértices de la region S y obténganse
los valores maximo y minimo de la funcién f en S, indicando los puntos donde
se alcanzan.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A)

Solucion.

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-
sentacion

Dz-2y<0 —(0,0) & (6,3)
&

@Qrz+y<6 —>(0,6) (6,0
®y<3 — (3,0)
x>0

» Funcién objetivo fz,y) = bz — 2y

v
» Regidén factible Representamos la B: (0, 3) \C: @.3)

region y calculamos los vértices. 5

» Optimizacidén de F.0. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice

Punto | z | y | f(z,v)
A 00 0
B 0|3 —6 1
C 313 9
D 412 16 A6, 0) .
1 2 3 4

El minimo de la funcién f(x,y) es igual a —6 y se produce en el punto B : (0, 3).
El mdzimo de la funcién f(x,y) es igual a 16 y se produce en el punto D : (4,2).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

r+a siz<l
flx)=92* -2 sil<z<3
r+b sixz>3

a) (1 punto) Determinense a y b para que f sea continua en todo R.

3
b) (1 punto) C’a]cfllese/ f(z)dx.
1

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A)

Solucion.

a) = Siz<l1, f(x)=2x+ a, que es continua en R, porque es un polinomio.

» Sil<ax<3, f(r)=2a?—2, que es continua en R, porque es un polinomio.

» Siz >3, f(z) =2+ 3, que es continua en R porque es un polinomio.

n Siz=1
¢l f(@) = lm(e+a)=1+a
p Y 2 _
« lim f(2) = lm(® ~2) = -1

« f(1)=12-2=-1
Para que f(z) sea continua en x = 1

lim f(z) = lim f(z)=f(1) = 1l+a=-1 = |a= -2
z—1- z—1t

» Siz=3
P T 2 _
¢ lim f(r) = lim(e? ~2) =7
. xlggﬁf(x):}gr:l%(x—kb):B—i-b
« f3)=3+0

Para que f(z) sea continua en z = 3
lim f(z) = lim f(z)=f(8) = 3+b=7 = |b=4
x—37 z—3+1

3

0 [ seas = [ e 5 -] —0-9- (5-2) -

1
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral tales que:
P(A)=04 & P(AUB)=05 & P(B|A) =05
Calctilense:
a) (1 punto) P(B)
b) (1 punto) P(A | B)
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A)

Solucion.

P(ANB) P(ANB)

a) P(B|A) = - ~=0.5 = P(ANDB) =02

P(A) 0.4
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)
— P(B)=P(AUB)+P(ANB)— P(A)=05+02-04 = P(B)=0.3

. P(ANB) P(A)—P(ANB) 04-02

b) P(A|B)= ——r = = — 0.286

P(B) 1- P(B) 1-03

https://aprendeconmigomelon.com
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada colonia
de gusanos de seda se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion
normal de media desconocida i y desviacion tipica igual a 3 mm.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 48 gusanos de seda y se
obtiene una media muestral igual a 36 mm. Determinese un intervalo de confianza
para la media poblacional de la longitud de los gusanos de seda con un nivel de
confianza del 95 %.

b) (1 punto) Determinese el tamano muestral minimo necesario para que el error
maximo cometido en la estimacién de p por la media muestral sea menor o igual
que 1 mm con un nivel de confianza del 90 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A)

Solucion.

a

X = “Longitud de los gusanos (mm)” — X : M (y, 3)

) X N(,3) =25 72=36 & 1-a=09

1-a=095 = a=005 = 22=0025 = 1-2k=0975 ~2% >, =1.96
3

o

I.C’.95%(,u) = (f - E,T—F E) - [.C.g5%(ﬂ) = (35151, 36849)

= 0.849

b)n=? & E<1 & 1-a=09

l—a=09 = a=01 — ah =005 — 1—ah=095 % > — 1645

E:Za/zlzl

3 3\?
645 — <1 = n> 1.645-) =2435 = |n=25
NLD vn " ( 1 n

20
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Junio 2014
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+y+az=2
r+4y+2z2=a
20 +3y —z=1

a) (1 punto) Discuitase el sistema segiin los diferentes valores de a.
b) (1 punto) Resuélvase el sistema en el caso a = —1

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B)

Solucién.
METODO DE ROUCHE
a) Escribimos el sistema en forma matricial:

2 1a

1
AJA* = | 3
23 —111

[SCRNS G-

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|[Al=a—3=0 = a=3
s Sia#3 |Al#£0 = ran(A) = 3 = ran(4*) = n° incég. 22"y SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

11 312

|

s Sia=3 = A/A*=|3 4 2.3
|

23 —111

|A] =0 = ran(A4) < 3y como

1
4|7r£0 = ran(A4) =2

1
3 =0 = ran(4*) =2
2

[SCRNS G-
W N

. , h,
ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 22Ls S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

https://aprendeconmigomelon.com 21
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b) Resolvemos el sistema para a = —1 por el método de Gauss, teniendo en cuenta que
estamos ante un S.C.D.

11 —11 2 11 —11 2
I I
A/lA*=34 2 1 |~|FKR-3R|~|01 5 -7 |~
I I
2 3 —-1:11 F3—2F1 01 1 -3 Fg—FQ

11 112\ =22-2-(-1)=2 =| 2=3
|

~1 01 5 1-7T|=y+5-(-1)=-7 = —_9
|
00 —4 4 = -4z =4 = | z=-1

Ejercicio 2 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real f(z) = 4x® — 3z% — 2z.

a) (1 punto) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el
punto de abscisa r = 1.

3
b) (1 punto) Calcﬁlese/ f(z)dx.
2

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B)

Solucion.

a) Hallamos la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

F(x) = 42% — 32® — 22

IS

ro=1 = yo= f(zo) = f(1) = -1
= (zo,y0) = (1,—1)
f'(z) = 122% — 62 — 2
my = f'(xo) = f'(1) =4
r=y—yo=m, (x—20) 0 1
y+1l=4-(z—-1) / - (1,-1)

r=y=4r -5 -2

N

-

y=4xr—5

-3
3 3
2

b) /jf(a:)d:r;:/ (4x3—3x2—2x)da::x4—x3—x2}2

— (81 —27—9) — (16 —8 — 4) = 41

22 Matematicas CCSS - Exdamenes resueltos
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

a) (1 punto) Determinense sus asintotas.

b) (1 punto) Determinense el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to de f.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B)

Solucion.

a) = Dom(f)=R—{2}
s A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador

, (47
iy 0 -ty 25— 1] - 270 o)~

T—2 =2 — 2 - 0 , 4
= A. Horizontal !
18 ,
2 00 !
y= lim =|=|=4c0=73 A.H. “ '
x—+oo 1 — 2 00 " ,
=2,
= A. Oblicua Serd una recta: y = mzx +n w0 !
|
2 & :
T X o0 1
m— tim I~ _[]_1 .
r—+oo z—too 12 — 0 ¢ /1
"= IJ}Z?OO (f(l') B mx) o $—1>r1|£100 Xr — 2 - j -4 ,»’— - 0 %’ 4 ] 8 10
, —¥° + 2 , 2x - - E
= lim '% = lim =2 7, - -
x—r+00 x— 2 z—too p — 2 !
Luego hay una asintota oblicua en y = x + 2. " :

=0 = 22 —4dr=0 = z=1{0,4}

(—00,0) (0,4) (4, +00)
Signo f’(x) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente

/! N\ /

La funcién f(x) es creciente en (—o0,0) U (4,4+00) y decreciente en (0,4), y tiene
un minimo relativo en (4,8) y un mdzimo relativo en (0,0).

o
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se dispone de un dado ciibico equilibrado y dos urnas A y B. La urna A contiene
3 bolas rojas y 2 negras; la urna B contiene 2 rojas y 3 negras. Lanzamos el dado:
si el niimero obtenido es 1 6 2 extraemos una bola de la urna A; en caso contrario
extraemos una bola de la urna B.

a) (1 punto) ;Cuél es la probabilidad de extraer una bola roja?

b) (1 punto) Si la bola extraida es roja, ;cuél es la probabilidad de que sea de la
urna A?

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

A =“Sacar 1 6 2 en el dado” B = “Sacar més de 2 en el dado”

R = “Extraer bola roja” N = “Extraer bola negra”

24 Matematicas CCSS - Exdamenes resueltos
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media p y
desviacion tipica o = 3 litros.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de con-
fianza (16.33;19.27) para estimar i, con un nivel de confianza del 95 %. Calciilese
la media muestral y el tamano de la muestra elegida.

b) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 64. Calctilese el error
maximo cometido en la estimacién de p mediante la media muestral con un nivel
de confianza del 95 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B)

Solucion.

X = “Consumo mensual de leche (litros)” — X : N'(p, 3)

a) X : N(p,3) =5 1.C.05%(16.33;19.27)

16.33 + 19.2
x:633—; 02T (=178
1-a=095 = a=005 = o2=0025 = 1-ak=0975 ~2% >, =1.96
19.27 — 16.33 3
E=—"20" 2 47 = E=z ——=196-—— =147 = |n=16
2 vn vn

3
V64

=0.735

b)X:/\/’(u,3)”Z—G4>X:/\/<,u, )z/\/’(,u,O.375) & 1—a=095

o 3
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Junio 2014
OpPCION A (COINCIDENTES)

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérese la matriz A =

— = O
_ o
S =

a) (1 punto) Calctilese A™".

b) (1 punto) Determinese la matriz X tal que AX = A~

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

011 -1 1 1

a) A= 10 1| & |4=2 & AdjA=]| 1 -1 1

110 1 1 -1
-1 1 1 —1lfp 1/ 1f

-1 1 a7 L -1

A :m-AdJA =5 1 -1 1 == A =| o —1h 15
11 =1 o 1p —1/

2

N N 33 —s —1/
X:Z 1 -1 1 =71 -1 3 -1 | = X=| -1 31 —1h
1 1 -1 -1 -1 3 —1fy —1/y 34
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
r—2y<0 & z—y<1 & x4+y<b & x>0 & y>0
a) (1 punto) Represéntese la regién S y calciilense las coordenadas de sus vértices

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = x—y
en la regién S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores
maximo y minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-
sentacion

Oz—-2y<0 —(0,0) & (2,1)
@r—y<1l —(0,-1) & (1,0)
@r+y<5 —(0,5 & (50)
z,y >0

Funcién objetivo fle,y)=2—y

Regidén factible Representamos la
region y calculamos los vértices.

Optimizacién de F.0. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice

Punto | = | y | f(z,y)
A 010 0
B 015 -5
C 3 2 1
D 2 1 1

El minimo de f(x,y) es de —5 y se produce en el punto B : (0, 5).
El mdzimo de f(z,y) es de 1 y se produce en cualquier punto del segmento que une los
puntos C': (3,2) y D : (2,1).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

3

fle) = x2x+ 1

a) (1 punto)Hallense sus asintotas horizontales y oblicuas, si es que existen.

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Junio 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

a) = Dom(f)=R = $# A. Vertical

= A. Horizontal

) x? 00
y:xggloon_Fl: [oo} =400=> A AH.

= A. Oblicua Serd una recta: y = mx +n

3
S A C.) N T :[00}21
r—+oo x—):l:oo(ljg—l—l o
3
) L o
o=t (1(0) = ma) =t (7
Ay o R
= lim ——— = lim
T—7Fo00 x2_|_]_ z—+00 ZE2+].
- [F] =0
o0

Luego hay una asintota oblicua en y = .

322 (22 +1)— 2% 20 2+ 322 2?2 (2% +3)

b) f(z) = 1 1) ~Ei) T @1 0 = z=0
(—00,0) | (0,400)
Signo f'(z) -+ +
(@) Creciente | Creciente
/‘ S

La funcién f(x) es creciente en R y tiene un punto de inflexion en (0,0).
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Todos los trabajadores de una determinada empresa tienen como minimo cono-
cimientos de Inglés o de Aleman. EI 75% de los empleados tienen conocimientos de
Inglés y el 46 % conocimientos de Aleman. Calciilese la probabilidad de que un em-
pleado elegido al azar:

a) (1 punto) Tenga conocimientos de Inglés y de Alemaén.

b) (1 punto) Tenga conocimientos de Inglés si sabemos que tiene conocimientos de
Aleman.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

I = “El trabajador tiene conocimiento de inglés”

A = “El trabajador tiene conocimiento de aleman”

Del enunciado tenemos que:

a

b

PIUA) =1 & P(I)=07 & P(A) =046

) P(INA)=P(I)+ P(A) — P(TUA) = 0.75+0.46 — 1 = 0.21

(INnA) 021

) P A) = PP(A) ~0.46

= 0.457
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La cantidad de azicar, en gramos, del contenido de las botellas de un litro de
una conocida bebida refrescante se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media i y desviacion tipica igual a 2 gramos.

a) (1 punto) Se ha realizado un andlisis de control de los contenidos de una muestral
aleatoria simple de 100 de esas botellas y se ha obtenido una cantidad media de
azucar igual a 70 gramos. Obténgase un intervalo de confianza al 95 % para .

b) (1 punto) ;Cudl debe ser el tamano minimo de la muestra para que el corres-
pondiente intervalo de confianza para i, al 90 %, tenga de amplitud a lo sumo 2
gramos?

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

X = “Cantidad de azicar (gr)” — X : N(y, 2)

a) X N2 2% 72=70 & 1-a=095
Tabla

l1-a=09 = a=005 = 2£=0.025 = 1-22 =097 — Zafy = 1.96
o 2

E=2y —— =196 —— =0.39
~ L n V100

[.0.95%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.g5%(/.t) = (6961, 7039)

b) n =7 & 2E<2 = E<1 & l1-a=09

l—a=09 = a=01 = ah =005 = 1—aph=095 %, —1645

E:Za/2'7:]_

2 2\ 2
645 — <1 = n > (1.645 . ) =10.82 — =11
N4 VLD " 1 n
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Junio 2014
OpcCION B (COINCIDENTES)

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

ar +2y+z=2
2c +4y =1
r+2y+32=5

a) (1 punto) Disciitase para los diferentes valores de a € R.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

a 2 112
|
A/A*=1 2 4 011
|
3 | 5
Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
A =12a—-12=0 = a=1

» Sia#1 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. flouche . SISTEMA

COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién unica).
12 112
|
» Sia=1 = A/A*=| 2 4 01
|
1 2 315

|Al=0 = ran(A) < 3 y como

é|7é() — ran(A4) =2

=0 = ran(A4*) =2

NSRS V]
w O =
(2 S )

ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incég. = 3 fouche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)
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b) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss, sabiendo que estamos

ante un S.C.D.
2 2 | 1 1 2
| |
A/JA* =12 4 01 |~| BB—F |~ 02 —-11—-1 |~
| |
1 2 315 2F3—F1 0 2 5 1 8 Fg—FQ
22 112\ =2r+2-143=2 =] 2=0
|
~ 2 —11 -1 :>2y—%:—1 = | y=1A
|
6 19 = 6z = = Z:3/2

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

%+ 2 sixz >0
x) = —6
f() me six <0
x_

a) (1 punto) Determinese para qué valores del parametro m la funcién f es continua
enz = 0.

b) (1 punto) Calciilese la recta tangente a la gréfica de f en x = 5.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) = Sizx=0

, ., mr—6
. e (2 _
i @) = lig(e? +2) =
0-6
. fO)=—0 =2
Como lirgl flz) = HI(I)1+ f(z) = f(0) = f(x) es continuaen x =0Vm € R
z—0~ T—

b) Hallamos la recta tangente a f(z) en x =5, donde f(z) = 2% + 2

xg=0 = yo = f(zo) = f(5) =27
= (20, %0) = (5,27)
f(x) =2z
m, = f'(x9) = f(5) = 10
T=y—yo=m, (T — 20)
y—27=10-(z — 5)
r=y =10z — 23
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Ejercicio 3 (2 puntos)

(5 + 7)¥°

Para la funcién real de variable real f(x) = )

a) (1 punto) Calciilese su funcién derivada.

b) (1 punto) C’alcﬁlese/f(:c) dx.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) f’(x):;~10-(5x+7)9~5:25-(51:+7)10

w10

b) /f(x)da::/wd:c—1~;/\5//~(5x+7)10da:: Ll et

Ejercicio 4 (2 puntos)

En un estudio de arquitectura de Madrid trabajan personas de diferentes naciona-
lidades. El 80 % de las personas que trabajan en el estudio son espanolas. El 40 % de
los empleados del estudio son mujeres, de las cuales un 90 % son espanolas. Calctilese
la probabilidad de que tomando a un empleado del estudio de arquitectura al azar:

a) (1 punto) Sea mujer y extranjera.

b) (1 punto) Sea espaniol sabiendo que no es mujer.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

E = “El trabajador es espaifiol”

M = “El trabajador es mujer”

H = ‘Bl trabajador es hombre”

P(EN M)
P(M)
P(ENM)=P(M)—P(ENM)=0.4-0.36 = 0.04

a) P(E| M) = — P(ENM)=P(E| M) -P(M)=04-0.9=0.36

— P(ENM) P(E)y—P(ENM) 08—0.36
D) PEIM) = =pan™ == 1-pan ~ 1-04

=0.73
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OTRA FORMA: TABLA DE CONTINGENCIA

P(EN M)

P(E| M) = P00

— P(ENM)=P(E|M)-P(M)=04-09=0.36

E E | Total
M 1036(0.04] 04
M . P(ENM) 044
M |0.44]0.16| 0.6 b) P(E | ) = ( n. ):

Total | 0.8 | 0.2 1 P(M) 0.6

a) P(EN M) = 0.04

=0.73

Ejercicio 5 (2 puntos)

EIl peso, en gramos, del contenido de las cajas de una conocida marca de cereales
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media
desconocida y desviacién tipica 10 gramos.

a) (1 punto) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 20 de esas cajas de
cereales para realizar un estudio y la media de los pesos de sus contenidos ha
sido T = 500. Calctilese un interval de confianza del 95 % para .

b) (1 punto) Si sabemos que p = 500, calciilese la probabilidad de que la media
muestral de los pesos de una muestra aleatoria simple de 20 cajas sea inferior a
495 gramos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

X = “Peso de las cajas de cereales (gr)” — X : N (u, 10)

a) X :N(p,10) =25 72=500 & 1-a=095
Tabla

l1-a=09 = a=005 = ¢2=0.025 = 1-22 =097 — Zap = 1.96
o 10

E=zuy — =196 —— = 4.38
RN V20
I'C'95%<:U’) = (T — E,T‘i‘ E) — [.0.95%(/1) = (49562,50438)
b) X : N(500,10) =22 X : A/ 495 A0 ~ N(2.236)
. P . 7@ ~~ .

495 — 500
2.236
=1- P(Z <224) =1—0.9875 = 0.0125

P(X < 495) — P<Z < ) — P(Z < —224) = P(Z > 2.24)
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Septiembre 2014
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del parametro real \:

20 — Ay + 2= -\
dr =20 \y+2z=X—3

a) (1 punto) Determinense los valores del pardmetro real \ que hacen que el sistema
sea incompatible.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema para A = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A)

Solucion.

a) Vamos a discutir el sistema por el método de Gauss, para lo cual escribiremos el

mismo en forma matricial:
2 A 11 —)\
~ |
0O 0 0 ! 3X2—3

2 —A 11 —)\
AJAT = ( ' ) ~
Por lo tanto para que el sistema sea incompatible: 3\ =3 #0 = | A # 1

4 -2\ 21A—3 £, — 28,

b) Para A =1 el sistema queda:

9 —1 11—1

=2 —A+pu=—1| =221
0 0 0 0)

2
= y=X ,A\peR
z=p

AJAT = (

=
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

(- 3)°
- (x—2)

/()

a) (1 punto) Determinense las asintotas de f.

b) (1 punto) Estudiese si la funcién f es creciente o decreciente en un entorno de
r =4

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A)

Solucion.

a) = A. Horizontal

(x—3)°
(x—2)

) 00 1
y:xl_lginoox' —[w}—1—1:>A.H.eny—1

= A. Vertical Buscamos las asintotas verticales
entre los puntos que no pertenecen a Dom(f). ’
(-3’
\ flay==2
r-(r—2)=0 = z={0,2} e
lim f(z) = |—| =+ y=1 ° :
, 9 50— 10F] e e oo
s lim f(JJ) = |::| = - - F\Min:(3.0) __ —
z—0 0 , 9 % -5 4 -3 =2 -1 0 i 3 4 5 6
lim f(z)=|—| =—o !
w0t L0~ 21 Max:(3/2,-3)
, 1] !
1 lim f(z)=|—| = -0 “ !
, rT—2~ _Of_ I
w lim f(z) = [] = S " ]
. 0 lim f(z) = L +00 :
z—2t - 0+_ - 8 "
, 2. (x—3)-z-(x—2)—(x—3)°-2c—-2) 22 (z—3) (22 —23)
b) f'(x) = 2 2 = 4 2
22 (x —2) - (x—2)
2-(x—3)-(2¢—3
2@ RT3 g (e o8)(20-3)=0 = x={3,3)
- (x—2)
(_0070) (073/2) (3/27 2) (273) (37+OO)
Signo f'(x) + + - - +
f(x) Creciente | Creciente | Decreciente | Decreciente | Creciente
x
/! /! N\ N\ /!

La funcién f(x) es creciente en (—o0,0) U (0,3/2) U (3, +00) y decreciente en (3/2,2) U
(2,3), y tiene un minimo relativo en (3,0) y un mdzximo relativo en (3/2,—3).

Como f'(4) = 3> 0, en un entorno de x = 4 la funcién f(x) es creciente.

36
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) = 2e™*1.
a) (1 punto) Esbécese la gréfica de la funcién f.

b) (1 punto) Calctilese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de
la funcion, el eje de abscisas y las rectas x =0 y x = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A)

Solucion.

Dom(f) =R
El tinico punto de corte con los ejes es (0, 2e).

A AV. ylatnica AH esy= lim 2" =0 = AH. eny=0.

T—r—00 T——00

a)

f(z) =2e"" >0Vz € R = f(z) es creciente en su dominio.

Fia) =22

b) f(x) = 2¢"t' =0 = 3 puntos de corte con OX. lo que define un tnico recinto
de integracién (0, 1).

1 1
Area = / 2e* ! dp = 26”1}0 = 2¢2 — 2¢ ~ 9.34 u?
0
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En la representacion de navidad de los alumnos de 3° de primaria de un colegio hay
tres tipos de papeles: 7 son de animales, 3 de personas y 12 de arboles. Los papeles se
asignan al azar, los alumnos escogen por orden alfabético sobres cerrados en los que
esta escrito el papel que les ha correspondido.

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que a los dos primeros alumnos les toque
el mismo tipo de papel.

b) (1 punto) Calctilese la probabilidad de que el primer papel de persona le toque
al tercer alumno de la lista.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

A; = “El alumno 7 tiene un papel de animal”
P, = “El alumno ¢ tiene un papel de persona”
T; = “El alumno i tiene un papel de arbol”

M = “A los dos primeros alumnos les toca el mismo papel”

a) P(M) = P((A1NA)U(PINP)U(TiNTy)) = P(AN Ag) + P(PiNPy) + P(TiNT)

:P(A1>‘P(A2 | A1)+P(P1)'P(P2 | P1)+P(T1)‘P(T2 | Tl)
7 6 3 2 12 11_30

=35 31 T35 31t 33 51 = 57 = 03896

- — o - 19 18 3
b)PuamfngQZ}%Pg-PuayPg-PQ%|Gﬁmpg)=55-53§6
171
= ~0.111
1540 = U
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada
poblacién se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de
media p y desviacion tipica o = 16 cm.

a) (1 punto) Se tomé una muestra aleatoria simple de 625 individuos obteniéndose
una media muestral T = 169 c¢m. Héllese un intervalo de confianza al 98 % para

L.

b) (1 punto) ;Cudl es el minimo tamano muestral necesario para que el error
maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral sea menor que 4
cm, con un nivel de confianza del 90 %7

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A)

Solucion.

X = “Estatura de los varones (¢cm)” — X : N (p, 16)

a) X :N(,16) =25, 7=169 & 1—a=098

1-a=098 = a=002 = op=001 = 1-ap=099 %% .  —235

o 16

FE = Za/z . ﬁ =2.325- ﬁ = 1.488

[.C.gg%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.gg%(/.t) = (167512, 1705)

b)n=? & E<4 & 1-a=09

l—a=09 = a=01 = ah =005 = 1—ap=095 %, —1645

o 16 162
n n
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Septiembre 2014

/
OPCION B
Ejercicio 1 (2 puntos)
Considérese la matriz
10
A=[0 0
0 1

200

a) (1 punto) Calciilese (A : AT) .
b) (1 punto) Calciilese (A CAT — 3[)71.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B)

Solucion.

0 Lo o 10
a) A-AT=10 0 |- =100 0
00 1
01 00 1
100 100 100
2
(A-AT) =000 00 ={oo0oo0 =447
0 1 0 0 0 1
» 100
(A-AT) " =4-AT=] 000
00 1
100 0 0 —2 0 0
b) A-AT—3I=|0 0 0 |-3 1o0fl=] 0 =3 0
001 0 1 0 0 -2
1 —1/ 0 0
(A-AT-3I) @ —1f3 (0
0 0 —lp
(®Nota: Sea la matriz diagonal:
a 0 0 e 0 0
A=100b 0| = Al=| 0 1 0
00 ¢ 0 0 e
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por
y>2r—4 & y<z-1 & 2y>zx & >0 & y>0
a) (1 punto) Represéntese la regiéon S y calciilene las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténgase los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = x — 3y
en S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores maximo
v minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B)

Solucion.

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-
sentacion

Oy<2xr—4 —(0,-4) & (2,0
@y<z—-1 —(0,-1) & (1,0)
®2y>cx —(0,0) & (4,2)
r,y >0

Funcién objetivo flx,y) =2 —3y

y
y=2r—41
Regidén factible Representamos la
region y calculamos los vértices.
2 B: (3, 2)
Optimizacién de F.0. Evaluamos
f(x,y) en cada vértice
y=xr—1
. (&) A/
Punto | = | y | f(z,v) C: )
A 21| —1 !
B B 3 2y = A (2, 1)
C 8|43 —4B3
X,
/1 /2 3

El minimo de f(z,y) es de —3 y se produce en el punto B : (3, 2).
El mdzimo de f(z,y) es de —1 y se produce en el punto A : (2,1).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

AT

=1

a) (1 punto) Calciilese el valor del parametro real \ para que la recta tangente a la
grafica de f en x = —1 sea paralela a la recta y = 2z — 3.

2
b) (1 punto) Ca]cfllese/ f(z)dx para A\ = 1.
0

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B)

Solucion.

a) mSeas=y=2x—3.Comorl|s = m,=m;=2
A(d+a2?) -2 M- (4—2?
P2 AR w2 A
(4 + 2?) (4 + 22)
EEIN
- 25
2 2 1 2 2 1 ~n17 1
b)/ﬂf@)dx:/o mdl‘zi' Omdx:f-ln(él—i—x) =—-(In8—1n4)

2 0
'/

» m, = f(xg) = f(—1) = 2 A=50/3

DO |

—

1
. ni:2-ln2zln\/§20.3466

DN | —
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Al 80 % de los trabajadores en educaciéon (E) que se jubilan, sus companeros les
hacen una fiesta de despedida (F'D), también al 60 % de los trabajadores de justicia
(J) y al 30% de los de sanidad (S). En el altimo a1io se jubilaron el mismo niimero
de trabajadores en educacion que en sanidad, y el doble en educacion que en justicia.

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que a un trabajador de estos sectores,
que se jubild, le hicieran una fiesta.

b) (1 punto) Sabemos que a un trabajador jubilado elegido al azar de entre estos
sectores, no le hicieron fiesta. Calciilese la probabilidad de que fuera de sanidad.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

E = “El jubilado es trabajdor de Educacién”
J = “El jubilado es trabajdor de Justicia”
S = “El jubilado es trabajdor de Sanidad”
FD = “Al trabajador le hacen una fiesta de despedida”

Sean: P(J)=p & P(E)=P(S)=2p

0.8
P(E)+P(S)+P(J)=2p+2p+p=1 — p=1js
0.2 a) ) = P((ENFD)U(JNFD)U(SNFD))
2/5 = P(ENFD)+P(JNFD)+P(SNFD)
0.6 = P(E)-P(FD | E)+P(J)- P(FD | J)
[ h 04 + P(S) P(FD]S):2-0.8+;-0.6
2/5 +2 . 03=056
0.3 °
(SNFD) P(S)-P(FD|S)
o7 D PETED) = TpED) T 1= P(FD)
2/5-0.7
‘@ e = 0.6363
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El minimo tamano muestral necesario para estimar la media de una determinada
caracteristica de una poblacion que puede aproximarse por una variable aleatoria con
distribucién normal de desviacion tipica o, con un error maximo de 3.290 y un nivel
de confianza del 90 %, supera en 7500 unidades al que se necesitaria si el nivel de
confianza fuera del 95 % y el error maximo fuera de 7.840.

Exprésense los tamanos muestrales en funcion de la desviacién tipica o y calctilense
la desviacion tipica de la poblacion y los tamanos muestrales respectivos.
Nota: Utilicese zy o5 = 1.645.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B)

Solucion.

a)n=? & E=329 & 1-a=09 = 2., =1645
ng=mn —700 & E=78 & 1-a=095 = 2z, =196

o 2
ny = (1.645 . 329) =— | ny; = 0.2502

2
E= ,zo(/zai = n= <za/2 . U) =

NG E

o 2
Ny = (1.96 : 784) — | ny = 0.06250°

7500
ng =mny — 7500 = 0.06250% = 0.250% — 7500 = 02 = 024375 = | o =200

ny = 0.25-200> = | n; = 1000 & ng = 0.0625 - 2002 = | ny = 2500
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Septiembre 2014 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

1 V3 2 2
Dadas las matrices A = /2 /2 & B =
—V3f2 1) -1 -1

a) (1 punto) Calciilese B3!.

b) (1 punto) Calctilese el determinante de la matriz A~ - B

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
2 2 2 2 2 2
a) B2— : - — B — B =B
-1 -1 -1 -1 -1 -1
b) |47 Bl = |47+ Bl = o[BI = 1 0=0
A

https://aprendeconmigomelon.com
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Una industria quimica elabora plasticos de dos calidades diferentes. Para ellos
tiene 2 maquinas, A y B. Es necesario que fabrique un minimo de 20 toneladas de
plastico superior y 13 de plastico medio. Cada hora que trabaja la maquina A, fabrica
7 toneladas de plastico superior y 2 de plastico medio, mientras que la maquina B
produce 2 y 3 toneladas, respectivamente. Ademas, la maquina A no puede trabajar
mas de 9 horas, ni mas de 10 horas la maquina B. El coste de funcionamiento de
las mdquinas es de 800 euros/hora para A y de 600 euros/hora para B. Calctilese
cuantas horas debe funcionar cada maquina para que el coste total de funcionamiento
sea minimo y cual es ese coste minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucioén.
Envase pequeno | Envase grande | Restriccion
Plastico superior (ton/h) 7 2 > 20
Plastico medio (ton/h) 2 3 > 13
<9 <10
» Incégnitas x = “Tiempo de funcionamiento maquina A (h)”

y = “Tiempo de funcionamiento maquina B (h)”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion

D7 +2y>20 —(0,10) & (20/7,0)
@2r+3y>13 — (0,13/3) & (13/2,0)

@zr<9 — (9,0)
@y <10 — (10,0)
z,y >0

» Funcién objetivo f(z,y) = 800x + 600y

» Regidn factible Representamos la re-
gion y calculamos los vértices.

v y =10
» Optimizacién de F.O. Evaluamos |\ C: (0, 10) D: (9, 10)
f(z,y) en cada vértice 9
8
Punto | = | v | f(z,v) 7 o 2y — 20
A 6.5 0 | 5200 6
B 2 | 3| 3400 \5 z=9
C 0 | 10| 6000 4
D | 9 |10] 13200 a .
E 9 | 0| 7200 2 2x + 3y =13
1
Por lo tanto el coste minimo es de 3400 A:(65,0) [E:(9.0) ,
0 1 2 B8 4 5 6 X 8 10 1

euros y se produce con 2 horas de tra-
bajo de la maquina A y 3 horas de la B.

o
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:

32 —2r —1
f(z) = r—1

(z—1°+a siz>1

six <1

a) (1 punto) Determinese el valor de la constante a para que sea una funcién con-
tinua en todo su dominio.

5
b) (1 punto) Para a = 0, calctlese el valor de la integral / f(x)dx.
1

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

32 —2x—1

a) = Siz<l, f(z)= po

T < 1.

, que es continua en R — {1}, luego continua si

» Siz>1, f(z)=(z— 1)3 + a, que es continua en R porque es un polinomio.

s Siz=1
| 1) -
e lim f(x):ﬁm?’xx:{()}zhm(3x+ ) 1),
r—1— z—1 r—1 0 x—1 r—T

. lir%f(x) :glgi_{r%(x—l)3+a:a
C fU)=(1-1P+a=a

f(z) es continua en x =1 si lim f(z) = lim f(z)= f(1) = |a=14

r—1- z—1+

(x —1)"

b) /15f(x)dx:/15(x—1)3dx: 4]5:43—0:64
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f
Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que:
P(A)=P(A| B)=0.25 & P(B|A)=05
a) (1 punto) Estudiese si los sucesos son independientes.

b) (1 punto) Calciilese P(AU B).

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
a) P(B| A) = P(;Z)B) . P(ANB) = P(A)- P(B | A) = 0.25 - 0.5 = 0.125
P(A1B) = P(zf(g)B) — P(B) = ?ii?? - 06.12255 =05

P(A)- P(B)=0.25-0.5=0.125 } . { P(ANB) = P(A) - P(B)

P(ANB)=0.125 Ay B son independientes

b) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0.25 + 0.5 — 0.125 = 0.625
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La capacidad vital forzada es una medida para calcular el volumen de los pulmones
de las personas adultas que se puede aproximar por una variable aleatoria X con una
distribucién normal de media desconocida i y desviacion tipica 1 litro.

a) (1 punto) Se tomé una muestra aleatoria simple de 144 personas adultas que
dieron una media de capacidad vital forzada de 4 litros. Determinese un intervalo
de confianza al 95 % para ju.

b) (1 punto) ;Cuél es el error maximo cometido en la estimacién de p por la me-
dia muestral obtenido a partir de una muestra de tamano 81, con un nivel de
confianza del 99 %7

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

X = “Capacidad vital de una persona (litros)” — X : M(u, 1)

n=144

a) X N(p1) 22 z=4 & 1-a=095
1—a =095 — a =005 — =002 — 1—op=0975 2% -, —1.96

o 1

F=tup —— =196 ——
= n V14d
[.0.95%(,u) = (f— E,T‘i‘ E) — I.C.g5%(/.t) = (3837, 4163)

= 0.163

by n=8 & 1-—a=099
l—a=099 = a=001 = ak=0005 = 1—ap=0995 %, o —2575

E =z —— =2575-

E =02
NG == 0.286

%"_‘
—
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Septiembre 2014 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del parametro a:

r+y=2~8
20 —ay =4
a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardmetro a € R.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

A/A*_(1 L 18>
2 —a!4

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al=—a—-2=0 = a= -2

s Sia# -2 |Al#£0 = ran(4) = 2 = ran(A*) = n° incég. 2L SISTE-
MA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 1
s Sia=-2 = AJA" = 8
2 214

|Al=0 = ran(A) <3y como [1| #0 = ran(4) =1
1 8

2 4
ran(A) = 1 # ran(A*) = 2 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (A solucion)

=—12#0 = ran(A*) =2

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss, teniendo en cuenta que
estamos ante un S.C.D.

1 1.8
| ~J
2 —114

Fy - 2F, 0 —31-12 ) = 3y=—-12 = | y—4

(1 11 8 ):>x+4:8 = | z=4
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Ejercicio 2 (2 puntos)

razonadamente a las preguntas:

los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

f.

Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) = ’
x

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B - Coincidentes)

1
5 contéstese

a) (1 punto) Calciilense su dominio de definicién, los puntos de corte con los ejes y

b) (1 punto) Héllense las asintotas, si las tuviere, y esbécese la grafica de la funcién

Solucion.

a) Dom(f) =R — {2}

s Corte OX: y =0 = vrl
r—2
0+1 1
Corte OY: 2 =0 = y:[:QZ_Q = (0,—-1)2)
, r—2—(x+1) -3
lf(x): 2 =
(x —2) (x —2)

tiene extremos relativos y es decreciente en todo su dominio.

b) = A. Horizontal

., o x+1
y = lim =
z—too p — 2

1

00 1 T—+00

s A. Vertical Buscamos las A.V. entre las
raices del denominador z = 2

=0 = 2+1=0 = z=-1 = (—1,0)

{Oo]zzl — AH eny=1

5 < 0Vz € Dom(f), luego la funcién f no

) 31 xlim_f@)z{oi’:]:_oo
Sy xli;f(x): 2] = oo

i https://aprendeconmigomelon.com
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Curso 2013/14

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real f(z) = z* — ax + 1

a) (1 punto) Determinese el valor de a para que la funcién tenga un maximo local
en x = —2 y un minimo local en x = 2.

b) (1 punto) Para el caso en el que a = 48, hallese la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de f en x = 5.

(Madrid - Mateméaticas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.

a) fllr)=32>-a & f'(z)=06z

f’(—Z)IO _— 3.(—2)2—a:0 = |a =12
f"(=2)=6-(-2)=-12< 0V

w Maz o= -2 — {

, f2)=0 = 3-22-a=0 = |[a=12
» Min:z =
f'2)=6-(2)=12>0V
180
160
0 f(z)=x"— 48z +1
b) Para a =48 = f(x) =2° — 48z + 1 120
100
80
Top=5 = Yo = f(%o) = f<5) =—-114 60
0
= (20, %0) = (5, —114)
f/(x):3x2_48 -6 -6 4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 8
e = f'(as) = 1'5) = 27 [ =
r=y—1yo=m, (T —x0) 60
y+ 114 = 27 (z — 5) =0
r=y =27z — 249 - (5,-114)
—140
-160 y = 27x — 249
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se ha cometido un delito. La probabilidad de que lo haya cometido un varén es
el doble de que lo haya cometido una mujer. Por otra parte, la probabilidad de que
al examinar un area determinada de la huella dactilar de un varén se encuentren 15
crestas es 0.26, mientras que en una mujer es 0.04.

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que una huella encontrada en la escena
del delito tenga 15 crestas en el recuento de dicha area.

b) (1 punto) Se ha encontrado en la escena del delito una huella dactilar con 15
crestas en esa area determinada. jCual es la probabilidad de que dicha huella
pertenezca a un varon?

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

V = “El delito ha sido cometido por un varén”
M = “El delito ha sido cometido por una mujer”

D = “La huella dactilar tiene 15 crestas”

P(V)=2P(M)
P(V)+P(M)=1

P(M)=V5
P(V) =23

0.26 @ a) P(D) = p((v ND)U (MnN D))

=P(VND)+PMND)

2/3/» 0.74 ‘ — P(V)-P(D | V)+P(M)-P(D | M)
026+:1)) 0.04 = 0.1867

(VﬂD) _P(V)-P(D]V)
_2/3 026—0.9284

0.1867

} = 2P(M)+P(M)=1 = {
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Curso 2013/14

Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso en kilogramos de la cabeza humana en adultos se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media p desconocida y desviacion tipica
0.75 kilogramos.

a) (1 punto) Una muestra aleatoria simple de 16 individuos a los que se les ha
realizado una densitometria, prueba diagnostica que permite medir el peso de la
cabeza, proporcioné una media muestral de 5.137 kilogramos. Determinese un
intervalo de confianza al 98 % para y.

b) (1 punto) ;Cudntas densitometrias como minimo deben realizarse para que el
error maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral sea menor
que 100 gramos, con el mismo nivel de confianza del 98 %7

(Madrid - Matemaéaticas CCSS - Septiembre 2014 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

X = “Peso de la cabeza humana (kg)” — X : M(u,0.75)

a) X N (u,075) 2= 72=5137 & 1-a=098

1-a=098 = a=002 = 22=001 = 1-2k=099 7%, =2325

0.75

E =z ;ﬁ = 2825 o= 0430

I.Cos0(p) = (T —E;T+ E) = | [.Clog (1) = (4.701;5.573)

b)n=? & E<01 & 1-—a=0.98

0.75 0.75 2
E =t —==332% —— <01 = n> (2.325 : ) =304.07 = | n = 305

Jn n 0.1

o4
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Curso 2014/15

Modelo 2015
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Una empresa lactea se plantea la produccién de dos nuevas bebidas A y B. Producir
un litro de la bebida A cuesta 2 euros, mientras que producir un litro de bebida B
cuesta 0.5 euros. Para realizar el lanzamiento comercial se necesitan al menos 6 millones
de litros de bebida, aunque del tipo B no podran producirse (por limitaciones técnicas)
mas de 5 millones y debido al coste de produccion no es posible elaborar mas de 8
millones de litros en total de ambas bebidas. Ademas, se desea producir una cantidad
de bebida B mayor o igual que la de bebida A. ;Cuantos litros habra que producir
de cada tipo de bebida para que el coste de produccién sea minimo? Calctilese dicho
coste. Justifiquense las respuestas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucién.

» Incégnitas xr = “Cantidad de bebida A (millones de litros)”
y = “Cantidad de bebida B (millones de litros)”

» Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion

Dzx+y>6 —(0,6) & ,
@Qzr+y<8 — (0,8 & ,
®y<5 — (0,5)

Dy>zx — (0,0) & (5,5)
z,y >0

» Funcién objetivo f(z,y) =22+ 0.5y

95



Curso 2014/15

» Regidn factible Representamos la \/\B_ s \ /
region y calculamos los vértices. 5 Al )_ CLL)
y=35 x+y=
» Optimizacién de F.0. Evaluamos . D: (4, 4)
f(z,y) en cada vértice rty=6
3 A:(3,3)
Punto | z |y | f(x,y)
A 313 7.5 2 ye=e
B 115 4.5
C 315 85
D 4|4 10 1 2 3 4 5 38

El coste minimo es de 4.5 millones de euros y se produce vendiendo 1 millén de litros de

la bebida A y 5 de la bebida B.

Ejercicio 2 (2 puntos)

1
Se considera A = ( 5 3 )

4

a) (1 punto) Calctlese A™".
b) (1 punto) Calctilese AT - A.

Nota: AT denota la traspuesta de la matiz A.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucion.
_ _ 3
2) JE L ‘ 4 3 _ 2 3k
—2 -2 1 1 —1p
1 2 1 11
b) AT . A= . 3 = 5
3 4 2 4 11 25
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Ejercicio 3 (2 puntos)

a) (1 punto) Dibiijese de una manera esquematica, la region acotada del plano
limitada por las graficas de las curvas

y =6z & y:%

b) (1 punto) Calciilese el area de la region descrita en el apartado anterior.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucion.

Sean f(z) =+v6x & g(z)= z 7 B:(/s}

a)

§
» f(z) raiz cuadrada que pasa por A : (0,0)

» g(z) pardbola convexa con vértice en V' : (0,0)

4 f(@) =Vox
» f(z) =g(z) = corteen A:(0,0) & B : (6,6) .
2 24 2 o) =2
b) h(a:):f(.r)—g(x):\/(ix—gzo = 6w:%
= 2! 2162 =0= - (2°—216) = 0 = = = {0,6 '

-1 0[A=(0.0) 2 3 4 5 6

Lo que define un unico recinto de integracion A; = (0, 6)

Ay

:/Oﬁh@)dx:/j(%'_—i)dx:/oﬁlwx)%—ﬁ dr= g2 (60) — T

6 o 6—(24—12)—(0)—12
9 18 O_ B

Area = |A;| = 12 u?
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Curso 2014/15

Ejercicio 4 (2 puntos)

Se consideran los sucesos incompatibles A y B de un experimento aleatorio tales
que P(A) = 0.4, P(B) = 0.3. Calciilese:

a) (1 punto) P(AN B)
b) (1 punto) P(B N A)
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucion.

Vamos a reunir los datos que nos dan en el enunciado:

P(A)=04 & P(B)=03 & Ay B incompatibles = P(ANB) =0

a)HZQP%:HZUF%zyfﬂAUB%:L—PQD+P@}1ﬂAﬁ?ﬂO
=1-(04+0.3)=03

b) P(BNA) = P(B) - P(AABT= 0.3

o8
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede apro-
ximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion
tipica 1.2 kW. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 50. Calctilese:

a) (1 punto) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6
kW y 6.6 kW, si p = 6.3 kW.

b) (1 punto) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza
(6.1;6.9) para la media del consumo familiar diario.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucion.

X : “Consumo familiar diario de electricidad (kW)” — X : N'(p, 1.2)

a) X:N(6.3,1.2)ﬂ>X:N<6.3, 1.2 :0.17)

V50
_ 6— 6.3 6.6 — 6.3
P(6<X<66)=P <7< 20) o p-17T< Z< 1.
(6<X <66) <o.17 == 0.17) (FL77< Z< 1.77)
=P(Z<177) = P(Z < -1.77) = P(Z < 1.77) — P(Z > 1.77)
= P(Z <177) = [1 = P(Z < 1.77)| = 2P(Z < 1.77) — 1
=2.0.9616 — 1 = 0.9232
6.9 — 6.1
b) 1.C.= (6.1:6.9) = E=—"—7——=04
Bery - 0=z 2 s 2 =236 2 1 _ajy = 0.9909
_a/2 \/ﬁ . —(x/Q \/% a/z— . — .

— a2/ =0.0091 = a=0.0182 —= 1 —a=0.9818 =98.18%
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Curso 2014/15

Modelo 2015
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parametro real a:

r+2y+z2=1
r+ay+az=1
r+4day + 2z = 2a

a) (1 punto) Discuitase el sistema segiin los diferentes valores de a.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema en el caso a = —1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 2 111
I

A/JA* =11 a a1
I

1 4a 112a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al = —4a* +6a—2=0 = a={l/,1}

» Sia# {1} |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incdg. LRouche
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién unica).

1 2 111
I

n Sia=1p = A/A*=| 1 12 1p11
I

1 2 11

2

|Al=0 = ran(A) < 3 y como

1 2 1
1 12 1|=0 = ran(A*) =2
1 2 1

ran(A) = 2 = ran(A*) # n®incog. = 3 Houche . GisT. COMP. INDETER.

(Infinitas soluciones)

1 111
|

s Sia=1= A/A*=| 11 111
|

1 1192

60
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|Al=0 = ran(A) < 3y como

i|7é0 = ran(A4) =2

=—-1#0 = ran(4*) =3

P S ==
= = DN
(NG S

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S1g7. INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = —1 por el método de Gauss, sabiendo que como
a # {1/2,1} estamos ante un S.C.D.

1 2 1 01 1 2 1 11
| |
A/A*: 1 -1 —-111 ~ FQ—Fl ~ 0 -3 =210 ~
I I
1 —4 1 1-2 Fy—F 0 -6 0 1 -3 Fy—2F,
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Curso 2014/15

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) = 24z — 152% + 22° + 2
a) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (1 punto) Héllense sus extremos relativos y sus puntos de inflexion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion.

a) fl(xr)=24—-30z+62°=0 = x={1,4}

(—OO, 1) (174> (47 +OO)
Signo f'(z) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(z)
a ¢ /

La funcion f(x) es creciente en (—oo, 1) U (4, +00) y decreciente en (1,4).

b) La funcién f(x) tiene un minimo relativo en (4, —14) y un mdzimo relativo en (1, 13)

ff(x) = -304+12r =0 = x=52 & f"(r)=12#0 = f(x) tiene un
punto de inflexion en (5/2, —1/2).

Maaz : (1,13)

fz) =242 — 1527 + 22% + 2

P.I.(32,—1/2)

Min : (4,—14)
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

3x?

f<$)::ﬁ—2x—3

a) (1 punto) Determinense sus asintotas.

punto de abscisa x = —1.5.

b) (1 punto) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion.

a) = A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador

2 —2r—-3=0 = z={-1,3}

3
, 322 [3] i f(z) [J
lim —— = |=| =
es-172 -2 —3 [0 i {3]
m f(x —
z——171 0
7
327 o7y | fle) = {o] N
olclgril’)xQ—?x—?):{O]: 27
a:ligl“'f( ) O+ N
= A. Horizontal y =3
322
pu— 1 _— =
Y :v—1>:|:oo 2 —921r — 3 |: :| 3
zo=—15 = yo = f(zo) = f(-1.5) =3
= (%0, %) = (—1.5,3)
6z - (r+3
fla) = or e t3)
(22 — 2z — 3)
8
m = f'(w0) = (~15) =
r=y—yo=m-(xr—x) ”
y—3:§-(:c+1.5) )
r=y= §x+7 7
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Curso 2014/15

Ejercicio 4 (2 puntos)

Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 negras y otra urna contiene 3 bolas blancas y
dos negras. Se toma al azar una bola de la primera urna y, sin mirarla, se introduce en
la segunda urna. A continuacion extraemos consecutivamente, con reemplazamiento,
dos bolas de la segunda urna. Hallese la probabilidad de que las dos tltimas bolas
extraidas sean:

a) (1 punto) Del mismo color.

b) (1 punto) De distinto color.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucién.
Sean los sucesos:
B; = “Pasar una bola blanca de la Urna A a la B”
N; = “Pasar una bola negra de la Urna A a la B”
BB = “Extraer dos bolas blancas de la urna B”

BN = “Extraer una bola blanca y otra negra de la urna B”

NN = “Extraer dos bolas negras de la urna B”

Sy
Sy

OO6G OO

a) P(mismo color) = P(BBUNN) = P(BB)+P(NN) = P((B\nBB)U(N,NBB))

+P((BLNNN)+ P(Ny N NN)) = P(By N BB) + P(N, N BB)
+ P(BiNNN)+ P(N N NN) = P(B,)- P(BB | B,)
+P(N,)-P(BB | N\)4 P(B,)-P(NN | B,)+ P(N,)- P(NN | Ny)
544,433 522 433 &
966 96 6 966 96 6 81

43 38
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez pacientes y se ha anotado el
numero de dias que han recibido tratamiento para los trastornos del sueno que sufren.
Los resultados han sido:

290 275 290 325 285 365 375 310 290 300

Se sabe que la duracion, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucién normal de media ;1 desconocida y desviacion tipica 34.5 dias.

a) (1 punto) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95% para p.

b) (1 punto) ;Qué tamano minimo debe tener la muestra para que el error maximo
cometido en la estimacion de la media sea menor de 10 dias, con un nivel de
confianza del 95 %7

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion.

a) X : “N? de dias de tratamiento contra el insomnio”

n=10  _
X :N(Ma 345) s T — 290+275+290+325+285;(—)365+375+310+290+300 —=310.5

1-a=095 = a=005 = o»=0025 = 1-aL=0975 7% - =1.96

o 34.5

].C.g5%(/i) = (T — E,f—‘— E) — 1.0.95%([1,) = (28912, 33188)

b)n=? & E<10 & 1-—a=095

34.5 34.5\ 2
E=y —==196-"2 <10 = n> (1.96-10) — 4572 = [ n=146

Vi Vi
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Junio 2015
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+y—2=28
2v +az =3
rTH+y+z=2

a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resuélvase para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

31 —1:18

|

A/JA*=|2 0 a 13
I

11 12

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al =—2a—4=0 = a= -2

» Sia# -2 |Al#0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incog. fouche o SISTE-
MA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

31 —1:8

|

s Sia=-2 = A/A*=|2 0 —2:3
I

11 12

|A] =0 = ran(A4) < 3y como

1
0|7r50 = ran(A4) =2

3
2 =6+#0 = ran(A*) =3
1

—_ O
CIJURN')

ran(A) =2 # ran(A*) =3 Houche . S1ST. INCOMPATIBLE (No tiene solucion)
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b) Resolvemos para a = 1 por el método de Gauss, sabiendo estamos ante un S.C.D.

31 —1:18 11 1|2
|
A/A*: 20 1 13 ~ FlHFg ~ 3 1 —1|8 ~ F2—3F1
|
11 112 20 |3 Fy +2F,
1 1 112 1 112
| |
~|l 0 =2 —41 2 |~ 0 —2 —41 2
| |
-1 -1 Fg—Fl 3 '—3
>c4+y—1=2 = =2
= -4 (-1)=2 =| y=1
=3z =-3 = | z=-1

Ejercicio 2 (2 puntos)

Sabiendo que la derivada de una funcioén real de variable real f es
f'(x) = 32 + 22

a) (1 punto) Calciilese la expresiéon de f(z) sabiendo que su grafica pasa por el
punto (1,4).

b) (1 punto) Calctilese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f
en el punto (1,4).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A)

Solucion.

a)

b) (ﬁoayo) = (1,4)

o fl(7) =32 + 20 = f(x /f dx-/(?mc —|—2x)dx—x + 224 C
» Pasapor (1,4) = f(1)=4 = f(1)=1+1>+C=4 = (C=2

Por lo tanto flz) =2 +2* +2

f'(x) = 32% + 2x
= ['(wo) = f'(1) =5
r=Y—yo=m,(r—m0)

y—4=5-(z—1) /
r=y=5o5r—1
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Sean las funciones reales de variable real
f(z) =2* -6z & g(x) =2 —10
a) (1 punto) Represéntense graficamente las funciones f y g.

b) (1 punto) Calciilese el drea del recinto plano acotado limitado por las gréaficas
de las funciones f y g.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A)

Solucion.

a) » f(z) es una pardbola convexa que corta al eje de abscisas en los puntos z = 0

yx:6ycuyovérticeesxv:—_7:3 = y,= f(3)=-9

= g(z) es una recta que pasa por los puntos (0, —10) y (10,0)

b) Seah(z) = f(x)—g(z) = 2*—6z—(z—10) =
2 —Tr+10=0 = x = {2,5}, lo que

determina un tnico recinto de integracion /
Al = (2, 5) 0 1 2 3 4 5
5 5 -2
Alz/h(x)dx:/(x2—7x+10)dx 5
2 2 ~
B Ta? /125 175 5 s@)=2—10_Far 5
=———F+10z| =(———+50) = =&
32 “TL ( 3 2 " ) b A=
8 9 - f(z) = z* — 6z
(S -14420) = -2
(5-1+m) = -s

9
Area = |A| = o) u?

68

Matematicas CCSS - Exdamenes resueltos




Curso 2014/15

Ejercicio 4 (2 puntos)

En una bolsa hay cuatro bolas rojas y una verde. Se extraen de forma consecutiva
v sin reemplazamiento dos bolas.
Calciilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) Las dos bolas sean del mismo color.

b) (1 punto) La primera bola haya sido verde si la segunda bola extraida es roja.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A)

Solucién.

Sean los sucesos:

R; = “Sacar bola roja en la extraccion ¢”

V; = “Sacar bola verde en la extraccion 2”

a) P(mismo color) = P((Ry N By) U (Vi N Va)) = P(Ry N Ry) + PGV

:P(Rl)‘P(RﬂRl):

(SR

_3
5

oo

_PVinR,)  P(Vi) - P(Ry | V)
b) PV | p) = P(Ry;)  P(RiNRy)+P(ViNRy)
P(Vi) - P(Ry | V1) 5
P(Ry)-P(Ry| Ry)+P(Vi) - P(Ry | V1) 22+

—_
—_
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo de reaccion ante un obstaculo imprevisto de los conductores de au-
tomdviles de un pais, en milisegundos (ms), se puede aproximar por una variable alea-
toria con distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica o = 250 ms.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene un intervalo de
confianza (701;799), expresado en ms, para p con un nivel del 95 %. Calctlese
la media muestral y el tamano de la muestra elegida.

b) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 25. Calctilese el error
maximo cometido en la estimacién de p mediante la media muestral con un nivel
de confianza del 80 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A)

Solucion.

X = “Tiempo de reaccién (ms)” — X : N'(u, 250)

701 + 799
T= ‘5 = 750
a) I.C. = (701;799) =
799 — 701
E= =49

Tabla

l1-a=095 = a=005 = 22=0.025 —= 1-2/2=0.975 —— 2., = 1.96

2 250\ 2
EZZ&/Q';H == n=<2/2> :<1.96-49) =100

b) E =" & n =25 & l1—a=038

l-a=08 = a=02 = 0p=01 = 1-0p=09 %%, —1285

250

E =z —— =128 — 64.25
n

§|
5l
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Junio 2015
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Una fabrica de piensos para animales produce diariamente como mucho 6 toneladas
de pienso del tipo A y como maximo 4 toneladas de pienso del tipo B. Ademas, la
producciéon diaria de pienso del tipo B no puede superar el doble de la del tipo A
y, por ultimo, el doble de la fabricaciéon de pienso del tipo A sumada con la del tipo
B debe ser como poco cuatro toneladas diarias. Teniendo en cuenta que el coste de
fabricacién de una tonelada de pienso del tipo A es de 1000 euros y el de una tonelada
del tipo B de 2000 euros, jcual es la produccién diaria para que la fabrica cumpla con
sus obligaciones con un coste minimo? Calciilese dicho coste diario minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B)

Solucién.
» Incoégnitas x = “Produccién diaria de pienso tipo A (ton.)”

y = “Produccién diaria de pienso tipo A (ton.)”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-
sentacion

Oz <6 — (6,0)
@y<4 —(0,4)
®y<2 = (0,00 & (2,
@2x+y>4 —(0,4) & (2,0
r,y >0
» Funcidén objetivo f(z,y) = 1000z + 2000y
» Regidén factible Representamos la v
region y calculamos los vértices. 5
» Optimizacidén de F.0. Evaluamos C:24 y=4 D: (6, 4)
f(z,y) en cada vértice )
2 y=2r
Punto | = | y | f(x,y)
A 2 [ 0 | 2000 z=6
B: (1,
B | 12| 5000 2 08
C 2 | 4 | 10000 \ 2rty—4
D 6 | 4 | 14000
E 6 0 6000 A: (2, 0) E: (6, O)X\
1 2 3 4 5 7

El coste minimo es de 2000 euros y se obtiene produciendo 2 toneladas de pienso A y
ninguna de B.
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea la matriz

2
A= 0
—1

T W N
NN O

a) (1 punto) Estudiese el rango de A segiin los valores del parametro real k.

b) (1 punto) Calciilese, si existe, la matriz inversa de A para k = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B)

Solucion.

) |[A|=8—dk=0 = k=2

» Sik#2 = ran(A) =3

2 2
» Si k=2 = ran(A) < 3, y como 0 3 #0 = ran(A) =2
2 20
b) Para k=3,lamatrizA=| 0 3 2 & |A|=8-4-3=—-4+#£0 = JA!
13 2
0 -2 3 ] 0 1 -1
AdjA=| -4 4 -8 :>A*1:|—A|.AdeT: 1o —1 1
4 -4 6 =34 2 =3/

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por

x?—4
flx)=222—-52+6
3r+m sixz>2

six < 2

a) (1 punto) Calciilese el valor del parametro real m para que la funcién f sea
continua en r = 2.

b) (1 punto) Calctilese lim f(z) y lim f(z)

T—+00

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B)

Solucion.
2_4 0 . 2 2
a) = lim f(o)=lm " _* = H TN e N Ch ) T s
T—2— x—>2x2—5g}—|—6 0 x—2 (:L‘—?))M =21 — 3
4
= — = —4
—1
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« lim f(z) = lim(3z +m) = 6 +m

z—2+
. f(2)=3-24m=6+m

Para que f(z) sea continua en z =2 = lilgl flz) = lirgl+ f(z) = £(2), luego
T2~ z—

—4=64+m = |m=-10

) ) z?—4 , z?—4 ] 1
b ) = i T = g - [ -
» lim f(z) = lim (3 +m)=+o0

T——+00 Tr——+00

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tales que
P(ANnB)=0.3 & P(ANB) =02 & P(B)=0.7
Calctilense:
a) (1 punto) P(AU B)
b) (1 punto) P(B | A)

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B)

Solucion.
a) P(ANB) = P(A)— P(ANB) = P(A)=P(ANB)+P(ANB)=0.240.3=0.5
P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB)=05+0.7-0.3=0.9

mZ)_P(B)—P(AmB)_0.7—0.3_08
PA) 1 — P(A) S 1-05
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La duracién de cierto componente electrénico, en horas (h), se puede aproximar por
una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y desviacion
tipica igual a 1000 h.

a) (1 punto) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de esos componentes
electronicos de tamano 81 y la media muestral de su duracién ha sido @ = 8000 h.
Calculese un intervalo de confianza al 99 % para .

b) (1 punto) ;Cuél es la probabilidad de que la media muestral esté comprendida
entre 7904 y 8296 horas para una muestra aleatoria simple de tamano 100 si
sabemos que p = 8100 h?

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B)

Solucion.

X = “Duracién componente (h)” — X : M (p, 1000)

n=81

a) X : N (z,1000) 2=25 7 = 8000

l—a =099 — a=001 = @p=0.005 = 1—ak=0995 2% -, — 2575
o 1000
E = e —— = 2575 —— = 286.11
~ L n V81
[.Cuo90(pt) = (T — E;7+ E) = | I.Cloger (1) = (7713.89; 8286.11)
oo 1000
b) X : N(8100,1000) =12 X : A ( p, —= | = N( 8100, —— = 100
) ( ) o 00
_ 7904 — 8100 _ 8296 — 8100
P(7904 < X < 8296) — ( < ) — P(~1.96 < Z < 1.96)

(Z <1.96) — P(Z < —1.96)

(Z <1.96) — P(Z > 1.96)

(Z <1.96) — |1 - P(Z < 1.96)]

P(Z <1.96)—1=2-0.9750 — 1 = 0.95
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Junio 2015
OpPCION A (COINCIDENTES)

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+yt+z=a
ar+y+z=1
r+ay+2z=1

a) (1 punto) Disciitase para los diferentes valores de a € R.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 1.

(Madrid - Mateméaticas CCSS - Junio 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

11 1a

I

A/JA*=1a 1 111
|

1 a 211

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

Al=a*-3a+2=0 = a=1{1,2}

= Sia# {1,2} |A #0 = ran(4) = 3 = ran(A*) = n° incog. —2ls
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

11 111

|

s Sia=1= A/A*=| 11 111
|

11 211

|A| =0 = ran(A) < 3 y como

1
2|7ré0 = ran(A4) =2

=0 = ran(4*) =2

—_ = =
N = =
—_ = =

. Rouch
ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incog. = 3 ==== SISTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)
11 112
e Sia=2 = A/A =] 21 111
1 2 2 : 1
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1

|Al =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(4) =2

1
2 =4+#0 = ran(A*) =3
1

N — =
— = N

ran(A) = 3 #ran(A*) =3 Houche . S1ST. INCOMPATIBLE (No tiene solucion)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss, teniendo en cuenta
que como estamos ante un S.C.I. solamente es necesario resolver las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero que hemos encontrado en la

discusion del sistema.
A/A*: 111:1 N N 111:1
1 1 211 00 1:0
2+ A+0=1 =| z=1-A

=2=0 =| z=0

By — By

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

:E2—|—a

r—1

fz) =

a) (1 punto) Calciilese el valor del parametro real a, sabiendo que la funcién alcanza
un extremo relativo en x = —1. Compruébese que se trata de un maximo.
0
b) (1 punto) Para a=1 ca]cleese/ (x—1) f(x)dz

-1

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
a) Sila funcion f(z) tiene un extremo relativo en z = -1 = f/(—=1) =0
20 - (x—1)— (22 4+a) 2222 —a
R G :
(x—1) (x—1)
, 3—a
= f((-1)=0 = TZO — (a=3
2 —2x —3 )
Por lo tanto hay un mdximo relativo en x = —1
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(_007_1) (_173) (3a +OO)
Signo f'(z) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(x)
Va ¢ S
b) Para a =1
0 0 2 -1 3 ke
/(a:—l)-f(x)dx: M-x+1dx:/ (22 +1)dr =~ +ua
1 —1 0

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se sabe que la derivada de cierta funciéon real de variable real f es
fl(x) = 2% (2* — 22 — 15)
a) (1 punto) Determinese los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) (1 punto) Determinense los extremos relativos de f, indicando si se trata de
maximos o minimos relativos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) fl(x)=2a? (2> =22z —15) =0 = x={-3,0,5}

Signo f'(z) + - - +
(@) Creciente | Decreciente | Decreciente | Creciente
x
/! N N /
La funcion f(x) es decreciente en el intervalo (—3,5) y creciente en (—oo,—3) U
(5, 4+00).
b) La funcién f(z) tiene un mdzimo relativo en x = —3 y un minimo relativo en x = 5.
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En cierto ensayo clinico, se trata al 60 % de pacientes afectados de hepatitis C' con
interferén, y al 40 % restante con ribavirina més interferén. Al cabo de ocho semanas
se observa una respuesta favorable al tratamiento en el 43% de los pacientes tratados
tinicamente con interferén y en el 71 % de los pacientes tratados con ribavirina mas
interferén. Se toma al azar un paciente del ensayo. Determinese la probabilidad de
que:

a) (1 punto) Haya respondido favorablemente al tratamiento que esta recibiendo.

b) (1 punto) Si ha respondido favorablemente al tratamiento, haya sido tratado
tinicamente con interferon.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

= “El paciente es tratado con interferén”
R = “El paciente es tratado con ribavirina mas interferén”

F = “El tratameinto tiene resultados favorables”

0.43
@ a) P(F)=P((INF)U(RNF))
=P(INF)+PRNF)
P(I)-P(F 1)+ P(R)- P(F| R)
0.6-0.43 +0.4-0.71 = 0.542

0.4 0.71 |
@ b) P(I|F)= Pﬁf[;f) _ P(I)Pzgf | 1)

0.29 0.6-0.43
=— =04
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EI consumo de agua, medido en litros, en una ducha puede aproximarse por una
variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida p y desviacion tipica
o = 10 litros.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 25 duchas, obteniéndose una
media muestral T = 100 litros. Determinese un intervalo de confianza al 95 %

para (.

b) (1 punto) Determinese el tamano muestral minimo necesario para que al estimar
1 mediante la media muestral, el error cometido sea menor que 2 litros, con un
nivel de confianza del 99 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

X = “Consumo de agua (£)" — X : N'(u, 10)

n=25

a) X 1 N(p,10) =2 7 = 100
Tabla

l-a=09 = a=0.05 = *2=0.025 = 1-22=0.975 —— 2z, = 1.96
10

[.0.95%(,u) = (f — E,T + E) — I.C.g5%(/.t) = (9608, 10392)

byn=? & E<2 & 1-a=099
l—a =099 = a =001 = ok =0.005 = l—ak=0995 2% - —2575

o 10 10\ 2
E:za/2-7:2.575-7<2 - n > (2.575-2> = 165.77 — | n = 166
n n
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Junio 2015
OpPCION B (COINCIDENTES)

ercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices dependientes del parametro real a

01 a 0
Aa=(" & B=|21
2 20
01
a) (1 punto) Determinense los valores de a para los que la matriz A - B admite
inversa.

11
b) (1 punto) Para a = 0, resuélvase la ecuacion matricial (A- B) - X = ( 5 9 )

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

01 al 2
a)A‘B: “ . 21 = a
2 2 0 2a+4 2
0 1
0

a={-12} = J(A-B)"'Va#£{-12}

|A-B|=2a®>—-2a—4=0 =
) & |A-Bl=-4 & (A-B)lz—l-( : _1)

1 1
b) Paraa =1 A-B=
6 2 4 -6 1

(A-B)-X—(; ;) — (A.B)l-(A.B)-X—(A.B)1.<1 1)

80
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Curso 2014/15

Un banco oferta dos productos financieros, A y B. El banco garantiza para el
producto A un beneficio anual del 5% de la cantidad invertida, y para el producto
B un beneficio del 2% anual de la cantidad invertida. Una persona desea invertir en
ambos productos a lo sumo 10000 euros, con la condicion de que la cantidad invertida
en el producto A no supere el triple de la cantidad invertida en el producto B y que
la inversion en el producto B sea de 6000 euros como maximo.

Determinese qué cantidad debe invertir en cada producto para obtener, al cabo de un
ano, un beneficio maximo y obténgase este beneficio maximo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

» Incégnitas

= “Cantidad invertida en el producto A (euros)”

x
y = “Cantidad invertida en el producto B (euros)”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-

sentacion

@ x4y < 10000 — (0,10000) &

@z < 3y
® y < 6000

z,y >0

s Funcién objetivo

(10000, 0)
—(0,0) & (3000, 9000)

— (0, 6000)

f(x,y) = 0.05z + 0.02y

» Regidén factible Representamos la

region y calculamos los vértices.

e VB:(0,6000) '\ C: (4000, 6000)
» Optimizacién de F.0. Evaluamos y = 6000
f(z,y) en cada vértice 5000
x 4y = 10000
Punto | =« y | f(z,y) 4000
A 0 0 0
3000
B 0 |6000] 120 D: (7500, 2500)
C 4000 | 6000 | 320 2000
D 7500 | 2500 | 425
1000
El mdximo beneficio es de 425 euros A(@70) X

invirtiendo 7500 euros en el producto

Ay 2500 en el producto B.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10m
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida como
r+1
x J—
f(x)— 2?4+a si0<z<?2
br+1 siz>2

six <0

a) (1 punto) Determinense los valores que deben tomar los pardametros reales a y b
para que f sea continua en toda la recta real.

b) (1 punto) Determinese la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el
punto de abscisa x = —1.

(Madrid - Mateméticas CCSS - Junio 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a)

1
Siz <0, f(z) = v , que es continua en R — {1}, luego continua en z < 0
T

—1
Si0<z<?2, f(zr)= 2+ a, que es continua en R, porque es un polinomio

Siz>2, f(r)=bx+ 1, que es continua en R, porque es un polinomio

» Siz=0
i i r+1 1
® fla) = e —1 Para que f(z) sea continua en z =0
’ V(2 _ ; Y B
o i f(0) =l ) =a p lim f) = lim f) = S0
e f(0)=04+a=a =1
s Siz=2
o lim f(x)= liI%(xZ +a)=4+a Para que f(z) sea continua en x = 2
T2~ T— ; L B
o lim f(z) =lim(bx +1) = 2b+1 Jim f(z) = lim f(z) = /(2)
Tr— x
b=1
. r+1
b) En x = —1 la funcién f(x) = 1
:L‘_
33'0:—1 — yozf(.ilfo):f(—l):() 3
—2
/ _ »
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral tales que
P(A)=08 & P(AUB)=08 & P(AUB)=09
a) (1 punto) ;Son independientes los sucesos A y B?

b) (1 punto) Calctlese P(B | A)

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) P(AUB)=P(ANB)=1—P(ANB) =08 = P(ANB) =02

P(AUB) = P(A)+P(B) — P(ANB) = P(B)=0.9+02—0.8=0.3
—_———— —— —_————
0.9 0.8 0.2
P(ANB)=02 . P(ANB)# P(A)- P(B)
P(A)-P(B)=08-0.3=0.24 Ay B no son independientes

. P(BNA) P(B)-PBNA) 03-02
b) P(B]A) = PA) — 1—pP(A)  i-os
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EI nivel de colesterol total en sangre en adultos de 50 anos, medido en miligramos
por decilitro (mg/dl), se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién
normal de media desconocida i y desviacion tipica o = 20 mg/dl.

a) (1 punto) A partir de una muestra aleatoria simple se obtiene el intervalo de
confianza (191.2;210.8), expresado en mg/dl, para estimar p con un nivel de
confianza del 95 %. Calctilese la media muestral y el tamano de la muestra con-

siderada.

b) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 100. Calciilese la
amplitud del intervalo de confianza al 98 % para .

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.
X = “Nivel de colesterol (mg/ml)” — X : N(p, 20)
a) 1.Clos0(p) = (191.2;210.8) = T = 191'2;210'8 =201
1—a =095 = a=005 = o2=0025 = 1—as=0975 1% 5. =196
p= 2082 o T —196 22— [n=16

2 Vi v

b) X : N(u,20) =2
Tabla

l1-a=098 = a=002 = *2=001 = 1—-92=0.99 —— 2., =2.325
20

2E:2-za/2-\7_:2-2.325-\/m — [2E =193
n
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Septiembre 2015
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices

1 1 -
A= 3 & B = s
-6 -2 -1 2
a) (1 punto) Calctilese AY e indiquese si la matriz A tiene inversa.

3
b) (1 punto) Calciilese el determinante de la matriz (B AT . BTt — 2[)

Nota: A" denota la matriz traspuesta de A, I es la matriz identidad de orden 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A)

Solucion.

B AT B-1 21

(5000
JL2)-(0 )

:‘B~AT~B—1—21’3:23:8

0
1

‘(B~AT-B—1—2[)3

(® METODO DE INDUCCION

Caso Base: A2 = A
Hipétesis de Induccion: A¥ = A
Paso Inductivo: AFt1 = Ak . A=A- A=A2=A
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Ejercicio 2 (2 puntos)

beneficio méaximo.

Un distribuidor de aceite acude a una almazara para comprar dos tipos de aceite,
Ay B. La cantidad maxima que puede comprar es de 12000 litros en total. El aceite
de tipo A cuesta 3 euros/litro el de tipo B cuesta 2 euros/litro. Necesita adquirir al
menos 2000 litros de cada tipo de aceite. Por otra parte, el coste total por compra de
aceite no debe ser superior a 30000 euros. El beneficio que se conseguira con la venta
del aceite serd de un 25 % sobre el precio que ha pagado por el aceite de tipo A y de
un 30 % sobre el precio que ha pagado por el aceite del tipo B. ;Cudntos litros de cada
tipo de aceite se deberian adquirir para maximizar el beneficio? Obténgase el valor del

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A)

Solucion.

s Incbégnitas

x = “Cantidad de aceite A (£)”
y = “Cantidad de aceite B (¢)”

» Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-

sentaciéon

O z +y < 12000
(@ x > 2000

®) y > 2000

@ 3x + 2y < 3000
z,y >0

Ll

(0,12000) & (12000, 0)
(2000, 0)

(0, 2000)

(0,1500) & (1000, 0)

» Funcién objetivo f(z,y) = (0.25-3)x + (0.3 - 2)y = 0.75z + 0.6y

» Regidn factible Representamos la
region y calculamos los vértices.

= Optimizacién de F.0. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice

Punto | =z Y f(z,y)
A 2000 | 2000 | 2700
B 2000 | 10000 | 7500
C 6000 | 6000 | 8100
D 8667 | 2000 | 7700

El beneficio mdzimo es de 8100 euros
y se produce comprando 6000 litros
de aceite A y 6000 del tipo B.

12063\
11000
10000
9000
8000
7000
xT
6000
5000
4000

3000

= 2000

B%\(2000, 10000)

3z + 2y = 30000

C: (6000, 6000)

x +y = 12000

A: (2000, 2000) (8666.7, 2000)

—20060

1000

y = 2000 \\
X,

20,

po 4000 6000 8000 10080 12000
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por
f(z) =42 —a2z® —ar +2, a € R

a) (1 punto) Determinese el valor del pardmetro real a para que la funcién alcance
un extremo relativo en x = 1/2. Compruébese que se trata de un minimo.

1
b) (1 punto) Para a = 2, calcilese el valor de / f(z)dx.
-1

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A)

Solucion.

a) Sila funcién tiene un minimo en z =12 = f'(12)=0 & f’(12) >0

fl(r)=122> —2ar —a = f'(12)=3-2a=0 = a=3p

() =242 -3 = ["(12)=9>0 Y iminimo en « = )

1 223 !
/(4x3—2x2—2x+2)dx:x4—7—x2+2x
- —1

b) [ fa)dr

—_
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se consideran los sucesos A, B y C' de un experimento aleatorio tales que:
P(A)=0.09 & P(B)=0.07 & P(AUB)=0.97
Ademas los sucesos A y C' son incompatibles.
a) (1 punto) Estudiese si los sucesos A y B son independientes.
b) (1 punto) Calciilese P(AN B | C).

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A)

Solucion.
Reunimos los datos del enunciado:

P(A)=0.09 & P(B)=007 & PAUB)=097 & PANC) *£° 0

incomp.

a) P(AUB) = P(AN B) = 1-P(ANB) = P(ANB) = 1— P(AUB) = 1—0.97 = 0.03

P(ANB)=0.03 . P(ANB)# P(A)- P(B)
P(A)-P(B)=0.09-0.07 = 0.0063 = A y B no son independientes

b) P(ANB|C) = P(A;g)ﬂ(}) ® P(OC) —0

® Como P(ANC)=0 = P(ANBNC)=0
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La cantidad de fruta, medida en gramos, que contienen los botes de mermelada de
una cooperativa con produccion artesanal se puede aproximar mediante una variable
aleatoria con distribucién normal de media v y desviacion tipica de 10 gramos.

a) (1 punto) Se seleccioné una muestra aleatoria simple de 100 botes de mermelada,
v la cantidad total de fruta que contenian fue de 16000 gramos. Determinese un
intervalo de confianza al 95 % para la media p.

b) (1 punto) A partir de una muestra aleatoria simple de 64 botes de mermelada se
ha obtenido un intervalo de confianza para la media p con un error de estimacion
de 2.35 gramos. Determinese el nivel de confianza utilizado para construir el
intervalo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A)

Solucién.

X = “Cantidad de fruta (gr)” — X : N(u, 10)
_ 16000

X 10) 2=199, 7 = =160

1—a =095 = a=005 = a=0025 = 1—ap=0975 1%, ;. —196

o 10
EF=z, —=196-—— =1.96
"~ n V100

].0.95%(/.L) = (T - E,f + E) - 1.0.95%([1,) = (15804, 16196)

b) n=64 & E=235 & 1—a=?

10
E =z \;ﬁ = 235 = S = 2 = 188
Tabla

Zapy = 1.88 == 1—2/2=0.9699 = ¢/2 = 0.0301 = a = 0.602 =| 1 — a = 0.9398
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Septiembre 2015
OprCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérese el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+y+az=a+1
ar+y+z=1
r+ay+az=a

a) (1 punto) Disctitase el sistema en funcién de los valores de a.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema para a = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

11 aratl
|
A/A* = a 1 11 1
|
1 a av a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al=d®—a*—a+1=(a—1)° (a+1)=0 = a={-1,1}
s Sia#{-1,1} |A #0 = ran(4) = 3 = ran(4*) = n° incog. L
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

11 —110
|
e Sia=-1 = A/A"=| -1 1 1.1
|
1 -1 —-1r-1
1
|Al =0 = ran(A) < 3y como ) #0 = ran(A4) =2
1 1 0
-1 1 1 |=0 = ran(4*) =2
1 -1 -1

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incog. = 3 Houche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

11 112

|

s Sia=1= A/A*=| 11 111
|

1 1 11

90 Matematicas CCSS - Exdamenes resueltos



Curso 2014/15

|A] =0 = ran(A4) =1
1 2

11
ran(A) = 1 # ran(A*) = 2 222, Srg7. INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

=—-1#0 = ran(4*) =2

b) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss, sabiendo que como
a # {—1,1} estamos ante un S.C.D.

11 213 1 1 213
| |
AlA*=2 1 111 |~| B-2F | ~|0 -1 —3:-5 |~
| |
1 2 2.2 Fg—Fl 0 1 0 r—1 F3+F2

1 1 213\ =22-142.2=3 =| z=

|

~l0 -1 315 |=-y-3.2=-5 =] y=-1
|

0 0 =316/ =-32=-6 = | z2=2

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real
f(z) = —82% + 24z — 10

a) (1 punto) Calciilense los maximos y minimos locales de f y represéntese graficamer
la funcion.

b) (1 punto) Determinese el area del recinto cerrado comprendido entre la gréfica
de la funciéon f y lasrectasx =1,z =2 ey = 4.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B)

Solucién.
a) fllr)=—=162+24=0 = z =3/

f(2) = =16 => f"(3f2) = —16 < 0 ‘2 Méximo en (32, 8)
Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0,10) & (5/2,0) & (1/2,0).

b) f(z)=—-8x*+24z—10 & g(z)=4 F(z) = —82* + 242 — 1

h(z) = f(z) — g(x) = —82% + 24x — 14 j /-\
Area = /12 h(z) dz ) / \

2
_ / (—82 + 242 — 14) dx = o) =4
1 3
3 2
_ 8 +122% — 141‘] 2
3 1 1
4 14\ 10
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Considérese la funcion real de variable real
e’ six <0

a) (1 punto) Estudiese la continuidad de esta funcion.

b) (1 punto) Determinense las asintotas de esta funcion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B)

Solucion.

a)

b)

» Siz <0, f(zr) =e", que es continua en R.
3

» Siz >0, f(z) = + 1, que es continua en R — {2}.

(z —2)?
n Siz=0
TS =g =t
Vé z I3
st ) =l =
03
P SO =Gt =]

Como H%l flz) = lir(r)l+ f(z) = f(0), la funcién f(z) es continua en z = 0.
x—0— z—
Por lo tanto la funcién f(z) es continua en R — {2}.

» A. Vertical En fi(x) no hay A. Vertical, buscamos las de fo(z) entre las

raices del denommador —2=0 = =2

lim f(z i +
. z? xir?f O
Ly P T 8

CC*)2+ OT =t

m A. Horizontal

y= lim e¢*= lim e * = lim ——O — AH.eny=0

T——00 T—+00 z—+00 T T——00

3

T—+00 (m — 92 T—400

92
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= A. Oblicua Serd una recta: y = mx +n

e’ siz <0

3

= T
724“1 siz>0

(-2

2 1
m— lm 2% _ x+:[°‘>}:
T—400 x T—+00 ([L‘ — 2)2 x 0.
, , l'g
”:xkrfoo(f(@—m)—IETool@_Q)a“—x}
2 _ 4
~ lim 5% 8xr + :{00]25

z—too  (x —2)2 00

Luego hay una A.O. en y = x + 5.

T—r—+00

Ejercicio 4 (2 puntos)

La probabilidad de que un trabajador llegue puntual a su puesto de trabajo es 3/4.
Entre los trabajadores que llegan tarde, la mitad va en transporte publico. Calciilese
la probabilidad de que:

a) (1 punto) Un trabajador elegido al azar llegue tarde al trabajo y vaya en trans-
porte piblico.

b) (1 punto) Si se eligen tres trabajadores al azar, al menos uno de ellos llegue

puntual. Supéngase que la puntualidad de cada uno de ellos es independiente de
la del resto.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

P = “El trabajador es puntual”

T = “El trabajador se desplaza en transporte publico”

3 — 1
P(P)="> P(T|P) = -
P=2 & priP)-1
_ P(TAP) 1 1 3\ 1
pr|P) =" - praP) = (1-2) == =0125
) PINP) = —=pp— =5 = I )2(4>8
b) P(Al menos uno sea puntual) = 1 — P(Ninguno sea puntual) = 1 — P(P, N P, N P3)
—P(P)- PP PF)=1- .21 (1)3
o ? VU4 4 e 4
= 0.9844
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Ejercicio 5 (2 puntos)

En cierta region, el gasto familiar realizado en gas natural, medido en euros, du-
rante un mes determinado se puede aproximar mediante una variable aleatoria con
distribucién normal de media p y desviacién tipica 75 euros.

a) (1 punto) Determinese el minimo tamano muestral necesario para que al estimar
la media del gasto familiar en gas natural, p, mediante un intervalo de confianza
al 95 %, el error mdximo cometido sea inferior a 15 euros.

b) (1 punto) Si la media del gasto familiar en gas natural, u, es de 250 euros y se
toma una muestra aleatoria simple de 81 familias, jcudl es la probabilidad de
que la media muestral, X, sea superior a 230 euros?”

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B)

Solucion.

X = “Gasto familiar en gas (€)” — X : N (1, 75)

a) n =" & E <15 & 1—a=0095

l—a =095 = a=005 = ok =002 — 1—ap=0975 2% -, =196

o 75 75\ 2

b) X : N(250,75) =L X - N( f) /\/(250,%:8.33)

_ 250
P(X > 230) — P< > P(Z > —2.4) = P(Z < 2.4) — 0.9918
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Septiembre 2015 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérense las matrices

1 2 3 2 5 7
15 2 3 5 4
a) (1 punto) Calciilese el determinante de la matriz A~ - B - C~L.

b) (1 punto) Determinese la matriz X tal que B-A-X = C.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

1 1 1 1 1
) [A71 B = [A7 - |BI- (O = o |Bl = 55—y =

Al cl 3" =15 9
b) B-A-X=C = (B-A)™'-B-AX=(B-A)1'.C = X

I
BoA_ 32\ (1 2)_ (516 :>(B-A)-1:i- 19 —16
2 3 15 5 19 15 \ =5 5
1 (19 -16 57\ 1 (15 69 \ (1 23
5\ -5 5 5 4] 15\ 0 —-15/) \o -1

o

X =(B-A).C=

Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la region del plano definida por:
y+2x>7 & y—2r>-1 & y<5

a) (1 punto) Represéntese la region S y calctilense las coordenadas de sus vértices

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién

f(xz,y) = —5x — by en la regién S indicando los puntos de S en los cuales se
alcanzan dichos valores maximo y minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-
sentacion

Oy+2c>7 —(0,7) & (3.50)
@y—2r>-1 —(0,-1) & (0.5,0)
®@y<5 — (0,5)
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s Funcién objetivo
f(l',y) = —bx — 5y

= Regidon factible Representamos la 1Ty \ B:(1,5) /C:(3,5)
region y calculamos los vértices. y=>5

]

= Optimizacién de F.0. Evaluamos

f(z,y) en cada vértice ¢ y—2w=-1

Punto | = | y | f(z,y) 3
A 213 —25
B 1 (5] =30
C 35| —40 i yrEm=T

El minimo de f(z,y) es de —40 y se 1
produce en el punto C : (3,5).

El mdzimo de f(x,y) es de —25 y se
produce en el punto A : (2, 3). 0o/ 1 P 3\ a 5

Ejercicio 3 (2 puntos)

2

Se considera la funcién real de variable real f(z) = e
a) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de concavidad y convexidad.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

2 2 — 0 = O
a) fllr) =2z -e" =0 = 1; - '
e” =0 = P Solucién

(_007 0) (07 +OO)

Signo f'(x) - +
Decreciente | Creciente

f(z)
¢ a

La funcion f(z) es decreciente en (—o0,0) y creciente en (0, +00), y tiene un minimo
relativo en (0,1).

422 +2 =0 = # Solucién

b) f7(x) =2 + 422" = (422 +2)- ¥ =0 =
) f'(z) € re-e (4 )-e e =0 = 3 Solucién

f(x) = (422 +2) - € > 0, por lo que f(x) es conveza (U) en su dominio (R).
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Todos los estudiantes de una facultad de Madrid afirman haber comido en el iltimo
mes en alguna de las dos cafeterias de esa facultad, la grande y la pequena. Un 60 %
declara haber comido en la grande mientras que un 55% declara haber comido en la
pequena. Calctlese la probabilidad de que un estudiante de dicha facultad elegido al
azar:

a) (1 punto) Haya comido en el ultimo mes en la cafeteria grande y en la pequena.

b) (1 punto) Haya comido en el tltimo mes en la cafeteria pequena si se sabe que
nunca ha comido en la grande.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

G = “El estudiante ha comido en la cafeteria grande en el tltimo mes”

P = “El estudiante ha comido en la cafeteria pequena en el ultimo mes”

P(G)=06 & P(P)=055 & PGUP)=1
a) P(GNP)=P(G)+P(P)—P(GUP)=06+055—1=0.15

_ P(P)-P(PNG) 055-0.15
P(G) 1 - P(G) - 1-06
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La produccién por hectéarea, medida en kg/ha (kilogramos por hectérea) del olivar
de alta densidad en cultivo intensivo de Cérdoba se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucion normal de media p desconocida y desviacién tipica igual a
1000 kg/ha.

a) (1 punto) A partir de una muestra aleatoria simple de 400 parcelas de una
hectarea se ha obtenido (9917.75; 10082.25) como intervalo de confianza para la
media ji, expresado en kg/ha. Determinese la media de la muestra y el nivel de
confianza utilizado para construir el intervalo.

b) (1 punto) Determinese el tamatio minimo de una muestra aleatoria simple para
que el correspondiente intervalo de confianza para p al 98 % tenga de amplitud
a lo sumo 50 kg/ha.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

X = “Produccién del olivar (kg/ha)” — X : N'(u, 1000)

n=400

a) X : N(u,1000) =222 1.0 (1) = (9917.75; 10082.25)
9917.75 + 10082.25

7= > = 10000
10082.25 — 9917.75 /400
E= L8295 — B = 2yl =y — BV 59,95, VA0
2 n o 1000

Zapy = 1.645 225 1 —aph =095 — 2h=10.05 — a=01 — |1—a =09

b) n =7 & 2FE <50 & 1—a=0098

1—a=098 — a=002 = 2b=001 = 1—0oh=099 2% -, —2325

1000 10002
0 = 20y —= = 22325 —— < 50 = n > (2-2.325-> — 8649
N4 N4 50
— [n = 8649
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Septiembre 2015 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales

r+2y+z=2
20 +5y — 2 =3
r+3y—2z2=a

a) (1 punto) Disciitase para los diferentes valores del parametro a € R.
b) (1 punto) Resuélvase para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion. METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 2 112

|

A/A*=| 2 5 —-1:13
|

1 3 —21a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

|A] =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(4) =2

=a—1=0 = a=1

N
W Ot N
SJINGCIN

» Sia#1 = ran(A4) = 2 # ran(4A*) =3 fouche . SISTEMA INCOMPATIBLE

(A Solucién).
s Sia=1 = ran(4) = 2 = ran(A*) # n°incég. = 3 2L SISTEMA
COMPATIBLE INDETERMINADO (Infinitas Soluciones)
b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss. Como estamos ante un

S.C.I. solo es necesario resolver las ecuaciones correspondientes al menor de orden
2 distinto de cero encontrado en la discusion
12 112
~ |
01 —3:1-1

A/A*:(l 2 112)N
2 95 —133

=Szr+2- (143N +A=2 =| x=4-T\
=y—3A=-1 = | y=-1+43x,AeR
= 2=\ = z=A

Fy —2F
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

22 +6 siz <0
fx) = .
In(z+1)+m siz>0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

a) (1 punto) Determinese para qué valores del parametro m la funcién f es continua
en x = 0.

b) (1 punto) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f(x) en
r = —2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Continuidad en x =0

, R 2 _
» lim f([l?)—il{)f(l)(l’ +6)=6

z—0~
. xllglJr f(z) = }313(1)[111 (x+1)+m]=m

= f0)=0>+6=6

Para que f(z) sea continua en z = 0, HI(I)l f(x) = lirgl+ fx)=f(0) = |m=6
z—0~ T—

- ($07?/0) = (_27 10 2>+ 6 siz<0
Infx+1)+m siz>0

f(x) =2z

y—10=—-4-(z+2)
r=y=-—4r+2

- =12 -10 -8 -6 4 -2 0 Y 4 6 8 10 12 14
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real f(x) = (2x + 3)° + €?

a) (1 punto) Caciilese su funcién derivada.

b) (1 punto) Calcilese / (o) de

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.
a) f'(x)=5-2z+3)1- 242 =10 (2 + 3)* + 2¢*

b)/f(:v)dx:/ (2z + 3)° —|—62x>dx— /2 (2z + 3)° d:v+f / 2 -e% dx

ub

1 2z _ 1 6 2x
(2034 e +C_ﬁ-[(2x+3) +6e>| +C

l\D\H
CD\H

Ejercicio 4 (2 puntos)

En una universidad de Madrid el 65 % del profesorado es funcionario. Por otro lado,
el 60 % del profesorado son mujeres de las cuales el 70 % son funcionarias. Calctilese
la probabilidad de que un miembro del profesorado tomado al azar:

a) (1 punto) Sea funcionario y hombre.

b) (1 punto) Sea mujer sabiendo que no es funcionario.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.

Sean los sucesos:

F' = “El miembro del profesorado es funcionario”

M = “El miembro del profesorado es mujer”

14 FOrRMA: TABLA DE CONTINGENCIA

P(FAM
P(F\M):<P<QM)) — P(FNM)=P(M)-P(F|M)=06-0.7=0.42
F | F | Total _
a) P(FNM) =023

M [042]0.18] 0.6

M — P(MNF) 01

M [023]0.17| 0.4 b) P(M | F) = (MNnF) _018 ..,
Total [ 0.65 | 0.35] 1 P(E) 035
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& 0.575

Curso 2014/15

24 FORMA: DIAGRAMA DE ARBOL
=P((MnF)U(MNF))
(MNF)+P(MNF)

(M) - P(F | M)+ P(M)- P(F | M)
= 0.65=0.6-0.7+04-P(F| M)

= P(F|M)=05T75

0.7

P
P

a) P(FN D)= P(M)-P(F | )
= 0.4-0.575 = 0.23

b) P(M | F) = P(MNF) P(MNF)

425

@@@@

P(F)  1-P(F)
0.6-0.3
= = 0.514
1-0.7

Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso, en gramos, del contenido de las bolsas de patatas fritas de una cierta
marca se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media
i desconocida y desviacion tipica 10 gramos.

a) (1 punto) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 50 de esas bolsas de
patatas y la media de pesos de sus contenidos ha sido de X = 100 gramos.
Calciilese un intervalo de confianza al 90 % para p.

b) (1 punto) Si sabemos que i = 100 gramos, calcilese la probabilidad de que el
total de los pesos de los contenidos de una muestra aleatoria simple de 25 bolsas
sea menor o iggual que 2625 gramos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2015 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

X = “Peso de las bolsas de patatas (gr)” — N (u, 10)

a) X : N(p,10) =2 7 =100

l—a=09 = a=01 — ah =005 — 1—ah=095% - — 1645
o 10
E =z, — =1.645 — = 2.326
P n V50

[.C.go%(lu) = (f — E,T + E) —— I.O.go%(ﬂ) = (97674, 102326)

— 2625

b) X : N(10,100) 2= X N(m 10 —2) & X=""C=105

V25 25
105

_ — 100
(X <105) = P(Z < 2) = P(Z < 2.5) = 0.9938

e}

102

Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos




2016

Curso 2015/16

Modelo 2016
OpPcIiON A

Ejercicio 1 (2 puntos)

1 3 1
Considérese la matriz A = a 0 8
-1 a -6

a) (1 punto) Determinese para qué valores de a € R es invertible A.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 0 el sistema:

T 0
A- =10
z 0

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién A)

Solucion.

a) Al =a*+10a —24=0 = a={-12,2}. Porlo que 3A™', Vz € R — {-12,2}

b) Paraa =0 # {—12,2} = |A| #0 — ranA = 3 = ranA* = n° incognitas Houche

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO. Y como se trata de un sistema homogéneo
su solucion es la trivial: z =y = 2 = 0.

103
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Determinese la matriz X que verifica:

o)) (0 )

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién A)

Solucion.

Llamamos a las matrices:

() e (1Y) e (00

con lo que nos queda la siguiente ecuacion matricial:

AX =B-CX
AX+CX =B
(A+C)X =B

(A+O) " (A+C)X =(A+C)"-B
X=A+0)"-B

w022 8)- (1) = (42
e (42) (1))

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:
3

T1—a?

f(x)
a) (1 punto) Estidiense y determinense sus asintotas.

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién A)

Solucion.

a) = A. Vertical Buscamos las A. verticales entre las raices del denominador.

1—22=0 = z=+1
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1
p ey [ =[] =
xli>H—11 1 — 22 - [0] B —1
i 1) =[] = =
, 1
P Y
achE} 1 — 22 - {0} - 1
Jim ()= =] = o0
1.3

= A. Horizontal y= lirin ] 5
r—=Foo ] —

00

= [} = Foo = 3 A.H.
00

= A. Oblicua Serd una recta de la forma: y = mz +n

f@) gy T ==

m= lim —= =
r—Foco g z—too ¢ — 3

n= lim (f(x) —mz)= lim ( v —|—x> lim

r—+o00 z—+oo\ 1 — 1’2

Por lo que la funcién f(z) tiene una asintota oblicua en y = —z.

b) Hallamos los puntos singulares y calculamos el signo de f’(z), con la precaucion de
tener en cuenta las raices del denominador.

g Bt (1—a?) —a® (—22)  —at+ 32 2 (—a?+3)
f(l’)— (1_3:2)2 - (1_3:2)2 - (1_3:2)2 =0
=0

—2243=0 = z=+V3

2 (2 +3) =0 = {

(—00,=v3) | (=v3,-1) | (~1,0) (0,1) | (1,v3) | (V3 +o0)

Signo f'(x) - + + + + -
1) Decreciente | Creciente | Creciente | Creciente | Creciente | Decreciente

' N / Al N

La funcién f(x) es creciente en (—\/3, —l)U(—l7 1)U(1, \/g) y decreciente en (—oo7 —\/g)U
(\/3, —1—00), y tiene un minimo relativo en <_\/§, f(—\/§)>, un mdximo relativo en (\/5, f(\/g))
)

y un punto de inflexion con tangente horizontal en (0,0
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En un poligono industrial se almacenan 30000 latas de refresco procedentes de las
fabricas A, B y C' a partes iguales. Se sabe que en 2016 caducan 1800 latas de la
fabrica A, 2400 procedentes de la B y 3000 que procede de la fabrica C.

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que una lata elegida al azar caduque en
2016.

b) (1 punto) Se ha elegido una lata de refresco aleatoriamente y caduca en 2016,
;cual es la probabilidad de que proceda de la fabrica A?

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “La lata es de la fabrica A” B = “La lata es de la fabrica B”
C = “La lata es de la fabrica C” K = “La lata estd caducada”

18 /300 @

282 K) = P((ANK)U(BNK)U(CNK))

/300@ =P(ANK)+P(BNK)+ P(CNK)

= P(A)- P(K | A) + P(B)- P(K | B)
24/300 1 18
[ +P(C) PIK[C) = 3355
276/300 124 130 .o

37300 3 300
P(ANK) P(A)-P(K|A)

30/300 @ b) P(A|K) = P(K) = PK)
/318300

270 = =0.2
/300@ 0.24 025
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo diario que los adultos de una determinada ciudad dedican a actividades
deportivas, expresado en minutos, se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacién tipica o = 20 minutos.

a) (1 punto) Para una muestra aleatoria simple de 250 habitantes de esa ciudad
se ha obtenido un tiempo medio de dedicacion a actividades deportivas de 98
minutos diarios. Calciilese un intervalo de confianza al 90 % para .

b) (1 punto) ;Qué tamano minimo debe de tener una muestra aleatoria simple para
que el error maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral sea
menor que 1 minuto con el mismo nivel de confianza del 90 %7

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién A)

Solucion.

x = "Tiempo dedicado a actividades deportivas (min)”

n=250

a) X : N(p,20) —— =90

1-a=09 = a=01 = ap=005 = 1 —ok=095 " - —1645

E=zep- == 1.645-\/% = 2.08

].C.gg%(,u) = (f — b T+ E) - I.O.go%(ﬂ) = (8792, 9208)

by n=? & E<1 & 1—a=09

o 20 20\ 2
E = zap - —\/_ = 1.645 - —\/_ <1l —= n> <1.645 . 1) =1082.4 — | n = 1083
n n
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Modelo 2016
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales, dependiente del parametro real a:

r+y—z=1
20 +2y — 32 =3
3r +ay — 22 =95

a) (1 punto) Discuitase el sistema para los diferentes valores de a.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema en el caso a = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién B)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

11 —111

|

A/A*=| 2 2 —3.:3
I

3 a =215

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=-34+a=0 = a=3

» Sia#3 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A4*) = n? incég. = SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién unica).

11 —1:1
|
«Sia=3 — A/A*=|2 2 —3:3
|
3 3 =215
—1
|Al=0 = ran(A) < 3 y como 5 #0 = ran(A) =2
1 -1 1
2 -3 3|=-3#0 = ran(4*)=3
3 =2 5

ran(A) = 2 # ran(A*) =3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss, sabiendo que como a # 3
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estamos ante un S.C.D.

11 —1:11 1 1 —111
A =122 33|~ B2 |~|0 0 —1:1|~|RoR
32 —215 Fy — 3F, 0 -1 112
1 1 -1/1\ = 2-3—-(-1)=1= | z=
~lo -1 12> —ysr(-)=2=|y=-3
00 -111)= r=1 = | 2=—1

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

11 —111 1 -1 111
22 33|~y |~l2 2323~ R-2m
3a —215 3 -2 a5 Fy— 3R,
1-1 1 1-11 {a—3:0
~lo -1 0o 1]~ ~lo0 -1 o0 11]=
0 1 a—312 Fy+ F 0 0 a—313 @a=3

» Sia#3= ( 00 03 ) = SI1ST. COMPATIBLE DETERMINADO

s Sia=3= ( 00013 ) =SI1ST. INCOMPATIBLE

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 2.
Hay que recordar que en la discusion por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas Cy <+ C}3, por lo que las incégnitas y <> z estan intercambiadas.

“1 111\ = 2—(-D)+(-3)=1= | z=
|
A/A*1 0 =1 01 | = —z=1= | z=-1
|
0 -1'3/) = -y=3 = =-3
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real
f(x) =2 -4z -5
a) (1 punto) Represéntese graficamente la funcién f.

b) (1 punto) Calctlese el area de la region acotada del plano delimitada por la
grafica de f y el eje de abscisas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién B)

Solucion.

a) Para representar la funciéon hallaremos los
puntos de corte con los ejes coordenados y
los extremos relativos.

= Corte con los ejes:

e Fjexy=0
T =
r=—1

P —4r—-5=0 = {

e Ejeyiz=0 = y=f(0)=-5

» Extremos relativos:
fllx)=22—4=0 = = =2 10 Min = (2, -9)

f(x) =2 > 0 2 Min(2, -9)

b) Los puntos de corte con el eje OX son z = —1 y 2 = 5 lo que define un tnico recinto
de integracién A; = (—1,5)

° 5 : ° 12
A1:/ f(ﬂ?)d(ﬂ:/($2—45E—5)d1‘:§—21‘2—5x] :<5_50_25>

1 100 8
—(-2—-2+5)=-"F—-2=-36
(3 +) 3 3

Area = |A;| = |-36| = 36 u?
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real
fla) =a’e”
a) (1 punto) Calcilese su funcién derivada.

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de concavidad (N) y convexidad (U).

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién B)

Solucion.

a) f'(z) = 2ze” + 22" - 2z = e (22 + 22°)

b) f"(z) = 2ze” (2x + 227) + € (2 4 622) = e*” (42t + 1022 + 2) = 0
e =0 = BSol.
4t 4+ 1022 +2=0 = P Sol.

Por lo tanto no hay puntos de inflexion y, como e >0 y 224 +1022+2 > 0 entonces
f"(x) > 0 luego la funcién f(z) serd convera (U) en todo su dominio.

Ejercicio 4 (2 puntos)

Las probabilidades de que cinco jugadores de baloncesto encesten un lanzamiento
de tiro libre son, respectivamente, de 0.8; 0.9; 0.7; 0.9; 0.93. Si cada jugador lanza un
tiro libre siguiendo el orden anterior y considerando los resultados de los lanzamientos
como sucesos independientes, calctilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) Todos los jugadores encesten su tiro libre.

b) (1 punto) Al menos uno de los tres primeros jugadores enceste.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién B)

Solucién.

Sean los sucesos: F; = "El jugador ¢ encesta”

a) La probabilidad de que todos los jugadores encesten, teniendo en cuenta que son
sucesos independientes sera:

P(EyNEyN---NEs) = P(E,)-P(E,)-...-P(Es5) = 0.8-0.9-0.7-0.9-0.93 = 0.4218

b) P("Alguno enceste”) = 1 — P("Ninguno enceste”) =1 — P(ﬁ1 NE, N F:s)
—1-(02-0.1-0.3) = 0.994
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El precio (en euros) del metro cuadrado de las viviendas de un determinado muni-
cipio se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media
i desconocida y desviacion tipica o = 650 euros.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene un intervalo de con-
fianza (2265.375; 2424.625) para p, con un nivel de confianza del 95 %. Calciilese
la media muestran y el tamano de la muestra elegida.

b) (1 punto) Tomamos una muestra aleatoria simple de tamano 225. Calctilese el

error maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral con un nivel
de confianza del 99 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2016 - Opcién B)

Solucion.

a) X :N(1,650) & 1—a=095 & I.C.=(2265.375;2424.625)
2265.375 + 2424.625

T — E = 2265.375 } T = 5 = 2345

o 2424.625 — 2265.375

T+ E — 2424.625 b 2 o625
Tabla

l-a=09 = a=005 = *2=0.025 = 1-22=0.975 —— 2z, = 1.96

650 650 \?
E =z —— =196~ =T79.625 — n= (1.96-) — [ n =256
Jn /n 79.625

b) X :N(1,650) & n=225 & 1—a =099

1-a=099 = a=001 = 22=0.006 = 1—22=0.995 Labla Zajy = 2.575

650
E =z ;ﬁ = 2575 o < 11158
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Junio 2016

/
OpPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
Considérense las matrices
3 2 2 2 1 2 4 8
A=|1 7 4 B=1]5 3 C=|1011
4 5 2 01 001

a) (1 punto) Calciilese el determinante de la matriz A-C-CT - A7}
b) (1 punto) Calciilese la matriz M = A - B. jExiste M~'7

Nota: C'" denota la matriz traspuesta de la matriz C.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

| ® @ !
) [4-C-CT- A7 Z 1AL (O] [CT] - |AT = AT (O] 101 g = O = 2 =4
© |4 Bl =4 B
1
® A7 = & cTl=|C
A7 = 5 Tl =1C]
3 2 2 2 1 16 11
by M=A-B=| 174 |-|53]|=]|37 26
4 5 2 01 33 21

Como la matriz M no es cuadrada no es invertible (B A™1).
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
1
y+x <5 & y—x <3 & ix—yg—Q

a) (1 punto) Represéntese la region Sy calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = 2z+vy
en la regién S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores
maximo y minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

» Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su re-
presentacion

Dy+x<5H —(0,5) &
@iz—y<-2 —(0,2) &

» Funcién objetivo flzyy) =2x+y

» Regidén factible Representamos la
region y calculamos los vértices.

» Optimizacidén de F.0. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice

Punto | = |y | f(x,y)
A | -2|1| -3
B 4 6
C 2 13

El minimo de la funcion es de —3 y se pro-
duce en el punto A(—2,1). —
El mdzimo es de 7y se produce en el punto e
C(2,3).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:
flz)=2"+8

a) (1 punto) Determinese el drea de la region acotada delimitada por la grifica de
f(z), el eje de abscisas y por las rectas © = —3 y x = —1.

b) (1 punto) Calciilese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién
f(z) en el punto de abscisa z = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

a) Hallamos los puntos de corte con el eje OX.
P 48=0 = r=vV-8 = z=-2

Lo que delimita dos recintos de integracién: A; = (=3, —-2) y Ay = (-2, —1)

Al=/_32f(ar)d:c=/:(x3+8)dx: T+8x]_:: (81 —24) —(4—16):—?113

-1
5134

A2—/_21f(:v)dx— 4—1-81;]

33 17 25
AT@GZ‘AH—F‘AQ':Z—FZ:?UQ

b) Recta tangente a f(x) en x =1

ro=1 = yo= f(zo) = f(1) =9
= (@0, %) = (1,9)
f'(x) = 3a°
m, = f'(xo) = f'(1) =3
r=y—yo=m(x— 1)
y—9=3-(x—1)
r=y=3r+6

72 21 0 1 2
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Una conocida orquesta sinfénica estd compuesta por un 55 % de varones y un 45 %
de mujeres. En la orquesta un 30 % de los instrumentos son de cuerda. Un 25 % de las
mujeres de la orquesta interpreta un instrumento de cuerda. Calctilese la probabilidad
de que un intérprete de dicha orquesta elegido al azar:

a) (1 punto) Sea una mujer si se sabe que es intérprete de un instrumento de cuerda.

b) (1 punto) Sea intérprete de un instrumento de cuerda y sea varén.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

H = 7El musico es varén”
M = "FEl musico es mujer”

C' = 7El instrumento interpretado es de cuerda”

Del enunciado tenemos:

P(H)=055 & P(M)=045 & P(C)=03 & P(C|M)=0.25

P(CNM) P(CNM)
P(C | M) = = = 0.2 P(CNM) =0.25-0.45 = 0.112
a) P(C'| M) B0 e 025 = P(CNM)=0.25-0.45 = 0.1125
P(MNC) 01125
P(M|C)= (P(C) ) _ G5 = 0375

b) P(C)=P(CNH)+P(CNM)
P(CNH)=PC)—P(CNM)=03-0.1125 = 0.1875
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La produccion diaria de leche, medida en litros, de una granja familiar de ganado
vacuno se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
i desconocida y desviacion tipica o = 50 litros.

a) (1 punto) Determinese el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para
que el correspondiente intervalo de confianza para p al 95 % tenga una amplitud
a lo sumo de 10 litros.

b) (1 punto) Se toman los datos de produccién de 25 dias escogidos al azar. Calciilese
la probabilidad de que la media de las producciones obtenidas X sea menor o
igual a 940 litros si sabemos que p = 950 litros.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

X = “Produccién diaria de leche (¢)” & X : N(u,30)

a) n =" & 1—a=0.95 & 2F <10

1—a=095 = a=005 = o2=0025 = 1—ah=0975 =22 2, , = 1.96

g

vn
50

b) X : N(950,50) “=2% X N(M, %) = N<950, \/2_5> = N(950, 10)

)=PZ<-1)=PZz1)=1-P(Z<1)

2
§10:>n2(2-1.96-?8> = 384.16 = | n = 385

2F <10 = 2E =2 za), -

940 — 950
10
=1—-0.8413 = 0.1587

P(X < 940) — P<Z <
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Junio 2016
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

r+2y+z=1
r+2y+32=0
r+ay+22=0

a) (1 punto) Disciitase para los diferentes valores del parametro a € R.
b) (1 punto) Resuélvase para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

12 111

|

A/A*=|1 2 3.0
I

1 a 210

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

|Al=4—-2a=0 = a=2

» Sia#2 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. flouche o SISTEMA

COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

12 111

|

s Sia=2 = A/A*=]|1 2 3.0
I

12 210

1

|Al =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(4) =2

2 1
2 3 =—-2#0 = ran(A*) =3
2 2

o O =

ran(A) =2 # ran(A*) =3 Houche . S1ST. INCOMPATIBLE (No tiene solucion)

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss, sabiendo que como a # 2
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estamos ante un S.C.D.

111 1 2 111
Aa=1230|~|EB-F|~|l0 0 2121
210 Fy—F 0 -2 11-1
:>x+2-(i)—%:1 =| z=1
= 2z=—1 =| z=-1p
= 2y — =1 =| y=1/k

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

12 111 11 211
A =123 0|~ ec|~|1320|~|R-HR
1 a 210 12 a0 F—F
11 2 11 11 2 11
~loz2 o -1~ ~loz2 o 4
01 a=21-1 2F, — F 00 20—41-1

= 20—4=0 = |a=2

1

|

1 —1 | = SisT. COMPAT. DETERMINADO
|

I

—1

2
s Sia£2= 0
(Il

O O =

1

2

0

11 2|

s Sia=2= 3= (O 2 On—l = SIST. INCOMPATIBLE
0 0 Ol—l

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 0.
Hay que recordar que en la discusién por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas C5 <> C3, por lo que las incégnitas y <> z estan intercambiadas.

11 201 \=o—1421=1 = | 2=1
|
AJA"1 0 2 0 1—1 =2z =-1 = | z=-1p
|
00 —41-1 = —4y=-—1 = | y=1A
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

— b
m—|—2 six < -—1
I_

H@ =2 ieees -
e E— S1 T —
224+ 4x + 3

a) (1 punto) Determinese para qué valores del parametro b la funcién f(x) es con-
tinua en r = —1.

b) (1 punto) Calciilense las asintotas de f(zx).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B)

Solucién.
, ., —r+b 140D
a> :CEI—%* f(l’) o ;vli>rr—11 Tz — 2 B -3
2 .
lim f(I)ZIimMM:[O]:HmM( ) _ oy B0y
z——1+ e——172+4x+ 3 0 e——1 (x417 - ( ) e——lx 43
1+b
)= "7
fl- =
Para que f(z) sea continua en x = -1 = lim f(x)= lim f(x)= f(-1)
z——1- z——17+
1+b
— _i =2 = |b=-7

b) = A. Vertical Buscamos las A. Verticales entre las raices del denominador.
T—2=0=— z2=2> -1
r=—1

—=3< -1

— lim M'($+5):
_xL—IM-($+3) 2= 3 AV

P 4+4r+3=0 = {

xl}I—q-&-f(m) - acli}ElI 2 —4x +3 o

= A. Horizontal

0

x2+6w+5_ [O}

i . —xz+b i r+b 00
) 22+ 6x+5
Jm flz)= lm —o s =1= Al eny=1
= A. Oblicua Como hay A.H. — # A.O.
—z -7 siz<—1 §
[ =4 %72 )
22+6x+5 siz>—1
244+ 3 1
___________ =T
oo e o8 8 7 6 5 A _S8_ 2 1.0 12 SU 4 6 8
y=-1 2
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Sabiendo que la derivada de una funcion real de variable real es:
f'(z) = 62° + 42 — 2
a) (1 punto) Determinese la expresion de f(x) sabiendo que f(0) = 5.

b) (1 punto) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fun-
cién f(x). asi como sus maximos y minimos locales, si los tuviese.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B)

Solucién.
a) f(x) :/f’(x)dx:/(6x2+4x—2> dr = 22° + 22* — 22+ C
f0O)=5 = C=5 = f(z)=22"+22"—22+5
b) Hallamos los puntos singulares:

fl(r) =62 +42 -2=0 = z={-1,1/3}

(—OO,—l) (_171/3) (1/37 +OO)
Signo f'(z) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(x)
a ¢ S

La funcién f(x) es creciente en (—oo, —1) U (1/3,4+00) y decreciente en (—1,1/3) y
tiene un mdzimo relativo en (—1,7) y un minimo realtivo en (1/3,125/27).

Méz: (—1,7)°

Min : (1/3,125/o7)

267 — 22+ 5

0.5 1 1.5
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Tenemos dos urnas A y B. La urna A contiene 5 bolas: 3 rojas y 2 blancas. La
urna B contiene 6 bolas: 2 rojas y 4 blancas. Se extrae una bola al azar de la urna
A y se deposita en la urna B. Seguidamente se extrae una bola al azar de la urna B.
Calctilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) La segunda bola extraida sea roja.

b) (1 punto) las dos bolas extraidas sean blancas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

R; = “Se extrae una bola roja de la urna ¢”

B; = “Se extrae una bola blanca de la urna ¢”

b) P(BaN By) = P(Ba)- P(Bg | Ba) = g .
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EI peso por unidad, en gramos, de la gamba roja de Palamés, se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y desviacion
tipica 0 = 5 gramos.

a) (1 punto) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 25 gambas y la media
de sus pesos ha sido T = 70 gramos. Calctilese un intervalo de confianza al 95 %

para (.

b) (1 punto) Si sabemos que i = 70 gramos, y se consideran los pesos de las 12
gambas de una caja como una muestra aleatoria simple, calciilese la probabilidad
de que el peso total de esas 12 gambas sea mayor o igual que 855 gramos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.

X = “Peso de la gamba Palamés (g)” & X :N(ub)

a) X : N(p,5) =257 =170
1—a =095 = a=005 = ok =002 = 1—ok=0975 =2% ~,, = 1.96

5
E =z —— =196 —— =1.96

vn V25
I.Cos50(p) = (T — BT+ E) = | I.C.g59 (1) = (68.04;71.96)

- 5
b) X : N(70,5) =25 X : N[ 70, —
) (70,5) D
_ _ 1.25 —
P<X2855) = P(X>71.25) =P 7> 5= = P(Z > 0.87)
12 5/\/T3

=1—P(Z<0.87)=1-0.8078 = 0.1922
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Junio 2016
OpPCION A (COINCIDENTES)

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente de a € R

r+y+az=a—2
ar—y—+z=a—2
r+2y+2=0

a) (1 punto) Disciitase para los diferentes valores del parametro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

3 1 ara—2
|
A/A*=|a -1 11a-2
|
1 2 1+ 0
Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al =2a* -8=0 = a={-2,2}
» Sia# {-22} |A] #0 = ran(A) = 3 = ran(A4*) = n° incog. R
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

3 1 —21-4

nSia=-2 = A/A"=| 2 —1 1.4
|
L2 110
1
|A| =0 = ran(A) < 3y como 5 1 #0 = ran(A4) =2
3 1 -4
-2 -1 —4|=32#0 = ran(4*) =3
1 2 0

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 22 S1g7. INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

3 1 a10
|

s Sia=2 = A/A*=|2 —1 110
|

1 2 110
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1
|A] =0 = ran(A4) < 3y como .
3 1 0
2 —1 0]=0 = ran(A*) =
1 2 0
Rouche

#0 = ran(4) =2

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incog. = 3 =——= SISTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss, sabiendo que como

a # {—2,2} estamos ante un S.C.D.

3 1 01-2 3 1 01-2
AjA =0 -1 112 |~ ~lo -1 12|~
12 110 3F, — ) 0 5 312 Fy + 55,
3 1 00-2\=3+1=-2 = | z2=-1
~lo st 12 |2y —1=—2 = | y=1
0 0 81—8) =8:=-8 N

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

3 1 ara—2 2 1 11 0
| |
A/A*=]a -1 1a—-2 |~ | B« F3 |~ -1 a 11a—2
| |
1 2 1+ 0 C1 < O 1 3 arva—2
[ 2 1 1 10 [
I at—1/o
~l2m+F | ~l0 2041 3 120—4 |
|
| 2F — Fy 0 5 2a-112a—4 | (2a+ 1)F; — 5Fy
2 Ly 0 da® —16 =0
~10 2a+1 3  2a—4 = I
| =
0 0 4a2—1614-(a—2)? ¢
21 110
|
» Sia=-lp=A/A"=[0 0 3 1 -5 [= SisT. CoMP. DETERMINADO
|
05 =215
2 1 1.0
|
» Sia#+2=A/A*=| 0 0o 3 0 | = SisT. CoMP. DETERMINADO
|
00 oo
2 1 110
|
» Sia=-2=A/A"=| 0 -3 31 -8 | = SIST. INCOMPATIBLE
|
0 0 0:32
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|
» Sia=2=A/A*=| 0 5 310 [ = SiST. COMPATIBLE INDETERMINADO
|
00
b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 0.

Hay que recordar que en la discusiéon por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas C; <+ Cy, por lo que las incognitas z <+ y estan intercambiadas.

2 1 0 22+ -1-1=0 = | y=1
|

A/JA* 001 3 14 | =243 (-)=-4 = | 2=-1
|

0 0 16 ) = —162 = 16 = | z=-1
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:
f(z)=2*+4
a) (1 punto) Escribase la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) en x = 2.

b) (1 punto) Determinese el drea del recinto plano limitado por la gréafica de f(x),
la recta y = 4z y el eje de ordenadas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
a) Hallamos la recta tangente a f(z) en z = 2.
2o=0 = yo= fzo) = f(2) =8 2.8)
= (20, %0) = (2,8)
f(z) =2«
my = f'(zo) = f'(2) =4
r=y—yo=m(x— o) 3
y—8=4-(x—2) 2
r=y=dr WSy =4z G:
-3 -2 — 1 2 Q

b) Area comprendida entre f(x) = x? + 4, g(z) = 4z y el eje de ordenadas (z = 0)
» Definimos la funcién h(z) = f(z) — g(z) = 2* — 4o + 4
» Hallamos el drea comprendida entre h(z), el eje de abscisas y = = 0.

o Corteconeleje OX: 22 -4 +4=0 = z=2
« Lo que define un recinto de integraciéon A, = (0.2)

flz) = 2? +4:2

2 2 23 2
o A= [ h@)dr= [(?—do+4)de = T -2 + 4o
0
8 8
—(2-8+8)-0=2
s
3 8
. Area = |Ay| = - = 2.67 u*
"Wy =14z ; 3
-3 -2 -1 1 2 e
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real:

(z —1)?
T+ 2

fx) =

a) (1 punto) Determinense las asintotas de f(x).

b) (1 punto) Determinense los méaximos y los minimos relativos de f(x).

(Madrid - Mateméticas CCSS - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) = A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador
r+2=0= x=-2

(x —1)? 9 xk%_ flz) = [01_} = —00
) {} - lim f(z) =

0
r——21

lim —— =
z——2 1+ 2

:+OO

0+

= A. Horizontal

y= lim 7(96 _ 1)2

0
T [} —4+00=4 A.H.

(0. ¢]

= A. Oblicua Serd una recta: y = mx +n

m= tm 7@ _ 1 (”’_1)2:[00}

z—too zotoo 2 + 21 00
L o [ 1)?
n=lim (f(z)—mz)= lim lx+2 -
. (x—1)2—2®—2x —4x +1
= lim = lim
z—+o00 x+2 z—too g+ 2

Luego hay una asintota oblicua en y =z — 4.

b) Calculamos los puntos singulares

2-(x—1)-(z+2)—(z—1)? 22242z —4—2*+22—-1 2*+40-5
(z + 2)2 B (z +2)2 T (z—2)?

T = -5

rz=1

=0

() =

= P +4r—-5=0 = I:{
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Signo f'(z) + . +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(z)
a ¢ a

La funcion f(x) es creciente en (—oo, —5) U (1,400) y decreciente en (—5,1), y tiene
un minimo relativo en (1,0) y un mdzimo relativo en (—5, —12).

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos independientes de un experimento aleatorio tales que
P(A) = 0.5 y P(B) = 0.8. Calciilese:

a) (1 punto) P(ANB) y P(AU B).
b) (1 punto) P(ﬁ ] E).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

P(ANB) P(AUB) 1-PAUB) 1-06
P(B) P(B) P(B) S 1-08

0.5
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso en kilogramos kg de los recién nacidos en 2014 en cierta ciudad puede
aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida
y desviacion tipica o = 0.60 kg.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 100 y se obtiene un
peso medio para los recién nacidos de esa ciudad de T = 3.250 kg. Determinese
un intervalo de confianza al 98 % para u.

b) (1 punto) Determinese el tamano minimo de la muestra aleatoria simple para
que el error cometido en la estimacién de u, con un nivel de confianza del 95 %,
sea a lo sumo de 0.2 kg.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

X = “Peso de los recién nacidos (kg)” & X : N(1,0.6)

a) X : N(p,0.6) =25 7 =3.25
Tabla

1—a=098 = a=002 = ap=001 = 1—ap=099 2% - —2325

0.6
E =z —— =2325 —— = 0.1395

NG v/100
I.Cos%(p) = (T - E;T+E) = | I.C.o39%(n) = (3.1105; 3.3895)

b) n =7 & 1—a=95% & E<0.2
1-a=095 = a=005 = op=0025 = 1—oh=0975 =2 ., = 1.96

0.6 0.6\ 2
21962 <02 = n> (1.96-> — 3457 = |[n=35
vn N4 0.2

E:Za/2'
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Junio 2016
OpPCION B (COINCIDENTES)

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices

a 2 2 1 00
A=11 a 2 & Id=|0 1 0
a 1 1 0 01

siendo a un nimero real
a) (1 punto) Determinese a para que la matriz admita inversa.

b) (1 punto) Para a = 1, determinese la matriz X que verifica A- X + A= 1d

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) |Al=—a*+2a=a-(2—a)=0 = a={0,2}, luego 3 A~ Va # {0, 2}

1 2 2
b) Paraa=1lamatrizA=| 1 1 2 & JAl=1-2-1)=1
1 11
-1 1 0 ] -1 0 2
AdjA=| 0 -1 1 & A—lzm-AdeT:A—lz 1 -1
0 -1 0o 1 -1

-1 0 2 100 12 2
X=A"1I-4A)=]| 1 -1 0 010 |—-f112
0 1 -1 00 1 111

-1 0 2 0 -2 -2 -2 0 2

= —1 -(1 0 2 |=]1 -2 0

0 1 -1 —-1 -1 0 0 1 -2
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por

r4+y<>b & 20—-y>-2 & x>0 & y=>1
a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(x) = 2x — 3y
en la region S indicando los punots de S en los que se alcanzan dichos valores.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

= Regidn Factible Escribimos las restricciones

Oz+y<>
@2r—y=>-2
x>0
@y=>1

z,y >0

s Funcidén objetivo

= Regidon factible Representamos la

region y calculamos los vértices.

= Optimizacién de F.O.
f(z,y) en cada vértice

Punto | = | y | f(x,y)
A 01 -3
B 0] 2 —6
C 1 4 —10
D 4 11 )

Evaluamos

fla,y) = 20— 3y

El minimo de la funcién f(z,y) es de —10 y se produce en el punto C' : (1,4).
El mdzimo de la funcién f(x,y) es de 5 y se produce en el punto D : (4,1)
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real
f(x) =2 -2z +ar+b

a) (1 punto) Determinense los valores de los parametros reales a y b si se sabe que
la recta y = x es tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 0.

b) (1 punto) Para a =1y b= 0, calciilese el drea del recinto plano limitado por la
grafica de f(x) y el eje OX

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Hallamos la recta tangente a f(z) enx =0
y la igualamos a y = x

ro=0 = yng(xo):f(()):b
— (l’o,yo):(o,b>
fl(x) =32 —4x +a
my = f'(w0) = ['(0) =a fla)=a’ =2+ 2
r=y—yo=m(x— o)
y—b=a-(x—0)

(0, 0) !
.
r=y=ax+b a=1
—
r=y==c b=0

b) Hallamos los puntos de corte de la funcién f(z) = 3 — 222 + x con el eje OX

x3—2x2+x—x~(x2—2x+l)—O:>{x:
Tr =
Lo que define el recinto de integracién A; = (0.1)
1 2% 220 12 1 1
_ 3_ 9,2 A R N R W
Al—/o(:v 2x —i—m)dm— 1 3 —0—210—( + ) 0=
1
Area:]A1]:E:0.0833u2
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En cierta poblacion animal tratada genéticamente, el nimero de hembras es el
doble que el niimero de machos. Se observa que el 6 % de los machos de esa poblacién
padece albinismo, mientras que entre las hembras tinicamente el 3 % padece albinismo.
Calctilese la probabilidad de que un individuo de esa poblacion elegido al azar:

a) (1 punto) Padezca albinismo.

b) (1 punto) Sea hembra, en el supuesto de que padezca albinismo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

M = “El individuo es macho”
H = “El individuo es hembra”
A = “El individuo es albino”

P(H) =2 P(M)
P(H)+ P(M) =

0.06 @ a) P(A)=P((MNA)U(HNA))

=PMNA)+PHNA)

1//‘ 0.94 = P(M)-P(A| M)+P(H)-P(A| H)
1 2
"3

006+§ 0.03 = 0.04

P(M)=1/3

1 } — 2P(M)+P(M)=1 — {P(H) .

_P(HNA) P(H)-PA|H)
PA) P(A)

097 51003 _
004 T
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La distancia diaria recorrida, en kilémetros (km), por un taxi en una gran ciudad
puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de media
desconocida y desviacion tipica o = 16 km.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 81 taxis y se obtiene el
intervalo de confianza (159; 165). Determinese el nivel de confianza con el que se
obtuvo dicho intervalo.

b) (1 punto) Si la media de la distancia recorrida fuera p = 160 km, y se toma una
muestra aleatoria simple de 64 taxis, calcilese la probabilidad de que la media
de la muestra, X, sea mayor que 156 km.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

X = “Distancia recorrido (km)” & X :N(p16)

a) X : N(p,16) ==L 1.C. = (159; 165)

- 19+165 o
2
165 — 159 16
E="2""2"_3 o Fe=zu ——=zap- —— =3 = 2., = 1.6875
2 Jn V81

Zap = 1.69 = 1 — /2 =10.9545 = @2 =0.0455 = o = 0.091 = | 1 — o = 0.909

. n=64 5 . 16 )
b) X : N(160,16) == X .N<160, \/6_4> = N(160,2)

= P(Z>—2)=P(Z < 2) = 09772

- 156 — 160
P(X > 156) = P<Z > )
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Septiembre 2016

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
E -1 0
Se considera la matriz A= | —7 k k
-1 -1 k

a) (1 punto) Estudiese para qué valores del parametro real k la matriz A tiene
mversa.

b) (1 punto) Determinese, para k = 1, la matriz X tal que X - A = Id.

Nota: Id denota la matriz identidad de tamano 3 x 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién A)

Solucion.

a) Al =k + k2 —6k=k-(h*+k—6)=0=k={-3,0,2} = JAL Vk #£ {-3,0,2}

b) X A=T = X A-A'=T-A1 = X=A"
I

1 -1 0
Parak=1 — A=| -7 1 1 & JAl=1-(12+1-6)=—4
-1 -1 1
2 6 8 —1pp —1/y 1/
AdjA=] 1 1 2 & Al= Tl AdjJAT = | =3k —1/s 14
-1 -1 -6 -2 —1lh 3/
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
2r—y>1 & 20—-3y<6 & z+2y>3 & x4+y<8 & y<3
a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = 2z+y
en la region S, indicando los puntos en los cuales se alcanzan dichos valores
maximo y minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién A)

Solucion.

= Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su re-

presentacion
D2x—y>1 —(0,-1) & (1/2,0)
@2x—-3y<6 —(0,—-2) & (3,400)
®@x+2y>3 —(0,3L) & (3,0
@Wr+y<8 — (0,8) & (8,0)
Dy<3 — (0.3)

= Funcién objetivo flz,y) =3z +y

» Regidén factible Representamos la
region y calculamos los vértices.

s Optimizacién de F.O. Evaluamos
f(x,y) en cada vértice

Punto | = | y | f(z,9)
A 111 3
B 213 7
C 5|3 13
D 6| 2 14
E 310 6

El valor mdzimo de la funcién objetivo se producen en el punto D(6,2) y vale 14, mientras
que el minimo se produce en el punto A(1,1) y vale 3.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real definida por:

2+ 1 siz <1
ar + b

x

x3+1 six>2

fz) =

sil<z<2

a) (1 punto) Determinense los valores que deben tomar los pardmetros a y b para
que f(x) sea continua enz =1y z = 2.

b) (1 punto) Calciilese, para a = 4 y b = —2, el drea del recinto acotado por la
grafica de f(x), el eje de abscisas y las rectas x =1 y x = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién A)

Solucion.

» Siz=1
lim f(z) = lim(2* + 1) = 2 f(z) es continua en z =1 si:
z—1 z—1
b ] .
lim f(z) = lim ar —a+b ¢ = | lim f(z) = lim f(z)= f(1)
r—1t rz—1 €T rz—1 z—1t
f(l)=a+b ®a+b=2
s Siz=2
lim f(z) = lim az+b — 2a+b f(z) es continua en z = 1 si:
T2~ T—2 T 2
lim f(z) =lm Va3 +1=23 — | lim f(z)= lm f(z) = f(2)
T2+ z—2 z—2 z—2+
2a +0b 2a +b
J— pr— 2 =
f(2) = 5 ® 5 3 = 2a+b=6
a+b=2 a=4
—
2a+b=6 b= -2

2+ 1 six <1
4o — 2

b) Paraa =4y b= —2, la funcién f(z) = sil<z<2
x
+1 six>2
4x — 2 )
Hallamos los puntos de corte de fo(x) = con el eje OX.
x

Az — 2
* :0:4x—2:0:x/z/<1
€T 2

Lo que define un tnico recinto de integracion A; = (1,2)
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2 +1 siz>2

2 2 4y — 2
Ay :/ fo(z) dx :/ S
1 1

T 3

2 2
:/ (4—)dx—4x—21nxﬁ
1 x

:(8—21n2)—<4—2lﬂ/lj1 2

=4 —1n4 =2.6137
Area = |A;] =4 —In4 = 2.6137 u?

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que:

P(A)Zi & P(A!B)Zf’1 & P(ByA):j1

a) (1 punto) Demuéstrese que A y B son sucesos independientes pero no incompa-
tibles.

b) (1 punto) Calctilese P(Z | F).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién A)

Solucion.

(ANB) 3he 1

2) P(B | A) =~ . pAnB) =2

P(A) 34 4 16
P(A| B) = ng(;f) _ ;{g) 3 pm)- 2
3
P(AHB):E N P(ANB)=P(A)- P(B) = Ay B son indep.
P(A)- P(B) i ' 411 _ 136 P(ANB) #0= Ay B no son incompatibles.
. P(AnB) P(AUB) 1-pAUB)
b) P(4]B) = P(B) 1-P(B) 1-P(B)
1 [PA) +PB)-PANB)] 1-((+i-%) 1
- 1—- P(B) - 1-1 4
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo, en minutos, que los empleados de unos grandes almacenes tardan en
llegar a su casa se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal
de media desconocida p y desviacion tipica o = 5.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 empleados y su media
muestral es T = 30 minutos. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para

L.

b) (1 punto) ;Qué tamano minimo debe tener una muestra aleatoria simple para
que el correspondiente intervalo de confianza para p al 99 % tenga una amplitud
al lo sumo de 10 minutos?

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién A)

Solucion.

X = “Tiempo en regresar a casa (minutos)” & X :N(wb)

n=64

a) X : N(u,5) —— 7 =30

l1-a=09 = a=005 = ¢2=0.025 = 1—22=0.975 Labla Zasy = 1.96

E:za/Q-;ﬁ:L%-

[.0.95%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) = [.0.95%(u) = (28775, 31225)

= 1.225

3=
g

b)n=? & 1—-a=099 & 2E<10

l—a =099 — a=001 = ak=0005 — 1—ap=0995 2 -, —

2.575

2F = 2y —— = 22575

5 5\2
—<10=n> 2-2.575-> =6.63 = =7
NG Nok ”—< 10 1

o
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Septiembre 2016
OprCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependientes del parametro real a:

(a—lz+y+z=1
r+(a—1ly+(a—1)z=1
r+az=1

a) (1 punto) Discuitase el sistema segiin los valores de a.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema para a = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

a—1 1 1 i1

|

AJA* = 1 a—-1 a—-111
I

1 0 a 11

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al=a*-2a>=0a* - (a—2) =0 = a={0,2}

» Sia# {0,2} |A] #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n? incog. LRouche
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 1 11
|
n Sia=0 = A/A'=| 1 -1 —-111
|
1 0 01
—1
|A| =0 = ran(A) < 3 y como 0 #0 = ran(A4) =2
-1 1 1
1 -1 1|=2#0 = ran(4*) =3
1 0 1

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S1g7. INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

11 111

I

s Sia=2 = A/A*=|11 111
|

211

https://aprendeconmigomelon.com 141


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2015/16

1

|Al =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(4) =2

=0 = ran(4*) =2

—_ =
O =
—_ =

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incog. = 3 Houche . S19TEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 3 por el método de Gauss, teniendo en cuenta que
estamos antes un S.C.D.

21 111 2 1 111
I I
I I
1 311 2F3—F1 0 -1 511 3F3—|—F2

111 =2t+5+2=1 =>| z=1/3
|

~1 03 311 | =3y+3-2=1 =|y=1p

|

=

1814 ) =182=4 z=2/9

[\
—

o
o

METODO DE GAUSS

Debido al gran niimero de parametros que tiene el sistema no merece la pena realizar
la discusion por el Método de Gauss pues es facil cometer errores.

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real:

fx) =

%+ 22 siz <0
2243z siz>0

a) (1 punto) Estudiese la continuidad y derivabilidad de la funcién.

b) (1 punto) Determinense los valores de a € R para los cuales la pendiente de la
recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscsa * = a es m = —2.
Calctlese, para cada valor de a obtenido, la recta tangente a la grifica de f(x)
en el punto de abscisa x = a.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién B)

Solucion.

a) Continuidad de f(z)

» Siz <0, f(z) =2+ 2x, que es continua en R, porque es un polinomio.
» Siz >0, f(z) = —2%+ 3z, que es continua en R, porque es un polinomio

n Siz=0
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, Y 2 -
e lim f(:z:)—glgr(l)(:v ~|—2x) =0

z—0~

, Y 2 o
o lim f(x)-glggrg)( x +3x)—0

z—0t
« f(0)=0
Como lim f(x)= lim f(z) = f(0), la funcién es continua en x = 0.
x—0~ z—0t

Por tanto la funcién f(x) es continua en todo R

Derivabilidad de f(x)

f1(07) # f(07)

f(z) no es derivable en x = 0

;v J2r+2  siz <0 f(07) =
f(x)_{—Qx—i—S six>0:>’| F(0%) =

Luego f(z) es derivable en R — {0}.

20 +2 = -2 == qg=-2<0V

b) m, = f'(a) = -2 = f’(a):{_2a+3:_2 = a=52>0V

Tg=—2 = yo= f(wo) = f(=2)=0 2 4oe w0
- (3307?/0) - (_270) 4 1) —2®+3x slz>0
m, = —2 .
TEy—yozmr‘(Ji—SUo) y:—2x+%
y—0=-2-(x+2) 2
r=y= —2x —4 ) (5/2,5/4)
$0:5/2 = y0:f<x0):f(5/2):5/4 (2,0)
— (x0,30) = (¥2.5/1) 5N - o 4
m, = —2 »
r=y—1yo=m, (x—1x0) -
) 5 y=mee -2
) D O
V=g (@=3) )
25 \
r=y=—-2r+— B
4 A @
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

x?—3

f(x):x2—9

a) (1 punto) Calcilense sus asintotas.
b) (1 punto) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fun-
cion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién B)

Solucion.

2
-3 00
a) = A. Horizontal y = lim 0o [] =1 = AH eny=1
z—+oo 12 — 0 00 z—+o0

= A. Oblicua Como JA.H. — B A.O.

m A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador
2 —-9=0 = =43

2®—3 [6]: i fl@) =

lim z? -3 [9} e 0-
| = |=
z—=3 712 —90 0 ; . 6 .
b) Hallamos los puntos singulares:
20 - (22 —9) — (22 —3) -2 —12
P T
(2 —9) (2 —9)
(_007 _3) (_370) <073> (37 +OO)
Signo f'(z) + + . .
f ( ) Creciente | Creciente | Decreciente | Decreciente
T
/‘ /! ¢ ¢

La funcion f(x) es creciente en (—oo, —3)U(—3,0) y decreciente en (0,3) U (3, +00),
y tiene un mdzimo relativo en (0,1/3).
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Para efectuar cierto diagnodstico, un hospital dispone de dos escaneres, a los que
denotamos como A y B. El 65% de las pruebas de diagnéstico que se llevan a cabo en
ese hospital se realizan usando el escaner A, el resto con el B. Se sabe ademas que el
diagnéstico efectuado usando el escdner A es erréneo en un 5% de los casos, mientas
que el diagnéstico efectuado usando el escaner B es erréneo en un 8% de los casos.
Calctilese la probabildad de que:

a) (1 punto) El diagndstico de esa prueba efectuado a un paciente en ese hospital
sea erroneo.

b) (1 punto) EI diagndstico se haya efectuado usando el escaner A, sabiendo que
ha resultado erréneo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “El escaner utilizado es el A”
B = “Fl escaner utilizado es el B”

E = “El diagnostico efectuado es erréneo”

0.05
@ a) P(E) = (P(ANE)U(BNE))
. 005 =P(ANE)+P(BNE)
/ @ = P(A)-P(E| A)+P(B)-P(E| B)

= 0.65-0.05+40.35- 0.08 = 0.0605

(:) (AmE) _ P(A)-P(E| A)
~0.65- 005
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo, en meses, que una persona es socia de un club deportivo, se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media desconocida
y desviacion tipica 0 = 9.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 personas que han sido
socias de ese club y se obtuvo una estancia media de T = 8.1 meses. Determinese
un intervalo de confianza al 90 % para p.

b) (1 punto) Sabiendo que para una muestra aleatoria simple de 144 personas se ha
obtenido un intervalo de confianza (7.766;10.233) para u, determinese el nivel
de confianza con el que se obtuvo dicho intervalo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2016 - Opcién B)

Solucion.

X = “Antiiiedad de socio (meses)” & X N(w,9)

a) X :N(p,9) =2z =281
1—a=09 = a=01 = =005 = 1—0op=095 1% . — 1645
9
E =z —— = 1645 —— = 1.48

N V100
[.C.go%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.go%(/.t) = (662, 958)

b) X : N(n,9) 2= 1.C.(7.766;10.233)
7.766 + 10.233
T= J; — 8.9995
10.233 — 7.766
FE =

2

9
=12335 — E = zap,- —— = 1.2335 — 2.5, = 1.645
NSV /
Tabla

Zapy = 1.645 == 1—-22 =095 = 22 =005 = a=01 = |1-a =09
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Curso 2016/17

Junio 2017
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérense las matrices

1 2 —k 1 11
A=|1 -2 1 & B=10 2 2
E2 -1 00 3

a) (1 punto) Disciitase para qué valores del parametro real k la matriz A tiene

inversa.

b) (1 punto) Determinese para k = 0 la matriz X que verifica la ecuacion A-X = B.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A)

Solucién.
a) Para que una matriz sea invertible su determinante ha de ser distinto de cero.
|A|=2-2k=0 = k==1

» Sik#£{-1,1} = JA!
n Sik={-1,1} = HA!

1 2 0
b) Para k =0lamatrizes A= 1 -2 1 y su determinante, sustituyendo en la
0 2 -1

expresion del apartado a), es |A| =2 —2-0% =2
Vamos a resolver la ecuacién matricial:
AX =B
A'AX =A'B
I
X=A"'B

147
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Hallamos la matriz inversa de A por el método de los adjuntos.

0 1 2
AdjA=|2 -1 -2
2 -1 —4
0 2 2
A—l—i-Ad'AT—l- 1 -1 —1
Tt T
2 =2 —4

Nota: Para hacer la comprobacién tendrfamos que ver si A=t - A =1

De esta forma tenemos que

(022 111 0 2
X:A*B:5 1 -1 -1 022 |[=X=|1 -1k
2 -2 —4 00 3

148
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la region del plano S definida por:
S = {(a:,y) ER? |2 +6y>6; 5 —2y>—2; x+3y<20; 2r—y < 12}
a) Represéntese graficamente la region S'y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) Determinense los puntos en los que la funcién f(x,y) = 4x — 3y alcanza sus
valores maximo y minimo en S, indicando el valor de f(x,y) en dichos puntos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A)

Solucion.

s Funcidén objetivo
flz,y) =4z =3y

» Regidn S Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su representacion

Ox+6y>6

@or—-2y>-2 —
B x+3y <20 —
®2r -y <12 —

1) & (6,0)

1) & (—0.4,0)
0,20/3) & (20,0)
0,-12) & (6,0)

= (0,
0,
(
(

= Regidén factible Repre-
sentamos la region factible g
y calculamos los vértices
de la misma 7

s Optimizacién de la
fucién objetivo  Eva- s
luamos la funcién objetivo
en cada vértice 4

Punto | = | y | f(x,y) \
A 6 |0 24
B 0| 1 -3
¢ 26| —10 7
D [8|4] 20 [°

Por tanto el mdzimo de la funcién objetivo se produce en el punto A(6,0) y vale 24,
mientras que el minimo se produce en C(2,6) y vale —10.

o
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Ejercicio 3 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinese el valor de la derivada de la funcién f(x) = 13_ en el
x
punto de abscisa x = 0.
3
b) (1 punto) Estudiense las asintotas de la funcién f(x) = %
-z
(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A)
Solucién.
, e“(14+z)—e*-1 e (14+z-1) xe” ,
0 Je) = T = s = 10
. , z3 00
b) = A.Horizontal vy = xll)rinoo i [oo} =TFoo =P AH.
= A.Oblicua Sea la ecuacion de la asintota oblicua y = mz +n
3
m=lim L& — gy T [OO} ——1
T—00 x Tr—r00 xr — I'?) o0
, ) ’ .2’ oo’ ; x
n= i fo) —me = Jim g5 o= dim o = lim g =0

= A. Vertical f(z) tiene una asintota vertical en 1 — 2? =0 = z = +1

3 1
1 xliglfl—xZ - {O*] =t
im=ll=y
zli{% 1—a22 {O_] -
) a3 —1
_1 xgr_ri_ 1—a22 {0_} - el
fms=[T) =0
:BEI—%*]_—ZL'Qi Oj -
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Una empresa de reparto de paqueteria clasifica sus furgonetas en funcién de su
antigtiedad. El 25 % de sus furgonetas tiene menos de dos anos de antigtiedad, el 40 %
tiene una antigiiedad entre dos y cuatro anos y el resto tiene una antigiiedad superior
a cuatro anos. La probabilidad de que una furgoneta se estropee es 0.01 si tiene una
antigiiedad inferior a dos anos; 0.05 si tiene una antigiiedad entre dos y cuatro afnos y
0.12 si tiene una antigiiedad superior a cuatro anos. Se escoge una furgoneta al azar
de esta empresa. Calciilese la probabilidad de que la furgoneta escogida:

a) (1 punto) Se estropee.

b) (1 punto) Tenga una antigiiedad superior a cuatro anos sabiendo que no se ha
estropeado.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A)

Solucién.
M = Antigliedad < 2 anos I =2 < Antigiiledad < 4 anos
S = Antigiiedad > 4 anos E = La furgoneta se estropea
0.01 @
@@ a) P(E)=P((MNE)U(INE)U(SNE))
0.25 =P(MNE)+P(INE)+P(SNE)

(
P(M)-P(E | M)+ P(I)- P(E | I)

0.05
0.4 + P(S)-P(E|S)=0.25-0.01
5
0.95 +0.4-0.05+0.35-0.12 = 0.0645

0.35 — _P(SNE) P(S)-PE|S)
b) P(S]E) = P(E) 1-P(E)

0.12 @
0.35 - 0.88
— 7 T 0.329
@@; 1 —0.0645
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso en canal, en kilogramos (kg), de una raza de corderos a las seis semanas
de su nacimiento se puede aproximar por variable aleatoria con distribucién normal
de media p y desviacion tipica igual a 0.9 kg.

a) (1 punto) Se tomé una muestra aleatoria simple de 324 corderos y el peso medio
observado fue X = 7.8 kg. Obténgase un intervalo de confianza con un nivel del
99.2 % para (.

b) (1 punto) Determinese el tamano minimo que deberia tener una muestra aleatoria
simple de la variable para que el correspondiente intervalo de confianza para
al 95 % tenga una amplitud a lo sumo de 0.2 kg.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A)

Solucion.

a) X: N(p,09) ™3 X=18

1

—@=0992 = a=0.008 = ok =0004 = 1—/>=0996 —> 2., = 2.65

o 0.9

E =ty —— =265 —— =0.1325
rn V324

1.0.99.2%(/,6) = (T - E,T + E) — [.0.99.2%(/1) = (767, 793)

b) X: N(p,09) 2= 28=02

l1-a=09 = a=005 = 22=0.025 —= 1-92=0975 = 2., =1.96

0.9 0.9\2
QE <02 =5 2z —= <02 =5 2-1.96- —= <02 => n2(2-1.96-)

NG NG 0.2

— n>311.17 = | n =312
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Junio 2017
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérese el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r—ay+2z = 0
ar —4y —4z = 0
2—a)x+3y—22z = 0
a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz
de coeficientes A.

1 —a 210
|
AJA* = a —4 —4.10 = |A|:—6a2+6a+36:0 — {a
|
2—a 3 =210

» Sia# {23} |A #0 == ran(A) = 3 = ran(A4A*) = n°®incdég. =
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica z =0, y =0, z = 0).

12 2.0
|
s Sia=-2 = A/A"=| -2 —4 4.0
|
43 =210
—4
|Al =0 = ran(A) < 3y como 5 #0 = ran(A4) =2

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMI-
NADO (Infinitas soluciones)

1 -3 2.0
e Sia=3 — AJA*=| 3 —4 —410
1 3 210

|Al =0 = ran(A) < 3y como il% _i #0 = ran(A4) =2

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMI-
NADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 3 por el método de Gauss. Teniendo en cuenta que
se trata de un S.C.I. resolvemos solo las filas correspondientes al menor de orden 2
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distinto de cero encontrado en la discusién:

a1 3200 (1 -3 200
3 -4 410 Fy —3F, 0 5 —1010

T—06A+22=0 T =4\
= S5y —10t=0 =] y=2X , AeR
Z=A Z=A

Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la funcion real de variable real:
f(z) =2° -3z
@) e 1)

a) (1 punto) Calcilense i s v im

b) (1 punto) Estudiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B)

Solucion.

) f(z) 2t =3 o =234+ 3 00 -1
a) lim 1 = lim :[}::—1
z——o0 | — 3 z——o0o ] — g3 z—+o0 1+ 13

o J@)

22 —3x 0 22 —3x 0 )
m ——- = lim = {} = lim = {} = lim
z—=0 z—0 T 0 z—0 T 0 z—0 x
= lim(z* - 3) = -3
z—0
a) Para estudiar el crecimiento de la funcién halla- M (1,2)
mos los puntos singulares de la misma y hacemos
un estudio del sigo de f'(z).
fl(r)=32"-3=0 = z=+1
Signo f'(z) + - + "
Creciente | Decreciente | Creciente :
f($) fla) = a*~ 3= -2 Min: (1,-2)
/ N\ /

Luego f(z) es creciente en (—oo,—1) U (1,400) y decreciente en (—1,1) y tiene un
mdzimo en (—1,2) y un minimo en (1, —2)
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:

2
iz <0
fla)y={z+2 7=

r+2 six>0

a) (1 punto) Estidiese la continuidad de f(z) en R.

0
b) (1 punto) Ca]cﬁ]ese/ f(z)dx.
-1

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B)

Solucion.

2
a) = Sizx<0, f(x)= 7o quees continua en R — {—2}.
x

» Siz >0, f(z) =x + 2, que es continua por ser un polinomio.

s Six=0
o If =1 =1
M S =1
o lim f(z)=limzr+2=2
z—0+ z—0

2
. f(O):mzl

lim f(z) # lim f(z) = f(z) no es continua en x = 0, donde existe
z—0~ z—0+
una discontinuidad de salto finito.

Por tanto f(z) es continua en R — {—2,0}

b) Para el calculo de la integral tenemos que determinar cual es expresion de f(x) entre
los limites de integracion ¢ = —1y x = 0.

/0 f(x)dx.:/o 2 dx

-1 1x+2
2 v d
o /_1x—|—2 .
= 2In|z + 2%,

= In(z + 2)2}0_1 '
0

— (In4) - (1T

=1In4
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Ejercicio 4 (2 puntos)

E130% de los individuos de una determinada poblacién son jovenes. Si una persona
es joven, la probabilidad de que lea prensa al menos una vez por semana es 0.20. Si una
persona lee prensa al menos una vez por semana, la probabilidad de que no sea joven
es 0.9. Se escoge una persona al azar. Calctilese la probabilidad de que esa persona:

a) (1 punto) No lea prensa al menos una vez por semana.

b) (1 punto) No lea prensa al menos una vez por semana o 1no sea joven.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B)

Solucion.
Sean los sucesos:

J = “Ser joven”

S = “Leer prensa al menos una vez a la semana”

P(J)=03 & P(S|J)=02 & P(J|S)=09
a) Hallar P(S)

P(S|J)=02 — P(]f(?)J) :P(SOQ‘” — 0.2 — P(SN.J)=0.06
— P(TNS)  P(S)—P(SNJ) P(S)— 006
PT18) =09 = —pa = S = St = 00

— 0.1P(5) =0.06 => P(5)=0.6 = P(5) =04

b) P(SUJ)=P(ENJ)=1—P(SNJ)=1-0.06=0.94
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso en toneladas (T) de los contenedores de un barco de carga se puede apro-
ximar por una variable aleatoria normal de media j y desviacion tipica o = 3 T. Se
toma una muestra aleatoria smple de 484 contenedrores.

a) (1 punto) Si la media de la muestra es X = 25.9 T, obténgase un intervalo de
confianza con un nivel del 90 % para .

b) (1 punto) Supéngase ahora que p = 23 T. Calciilese la probabilidad de que
puedan transportarse en un barco cuya capacidad maxima es de 11000 T.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B)

Solucion.

a) X: N3 "= X =209

l-a=09 = a=01 = 22=005 = 1-22=095 = 2., = 1.645

3
E =z \;% = 1645 — 1 = 02243

I-C-QO%(M) = (f - E7f + E) = ].C.go%([ﬁ) = (25687 2612)

b) X: N(23,3) ™8 X: N(23,3/vasi = 0.136)

Nos piden la probabilidad de que los 484 contenedores puedan ser transportados en un
barco con capacidad maxima de 11000 T. Es decir, 484 - X < 11000, o lo que es lo mismo,
que X <22.73 T.

22.73 — 23
LT _p(Z<-1.98) = P(Z > 1.
0.136 > (Z'< -198) = P(Z 2 1.98)

—1-—P(Z<1.98) =1-0.9761 = 0.0239

P(X < 22.73) = P(Z <
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Junio 2017 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérense las matrices

1 2 2
A= 0 , v B= 3
3 0 1 1 4
a) (1 punto) Calctilese la matriz D = A" - B. ;Existe la matriz F = A - B?

b) (1 punto) Calctilese la matriz M = B™L.

Nota: AT denota la matriz traspuesta de la matriz A.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

13 ) 5 5 15
a) D=AT-B=| 2 5 ( )z 9 26
01

1 4
1 4

La matriz F' = 2A3 . 232 sin embargo no existe pues no coinciden el niimero de
X X

columnas de A y el de filas de B.

o1 4 =3\ ifs =3/
R _5(+12)_(—% %)
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
r+y=22; 20 —y<4d Yy-—r<4 220 y=20
a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) =
—5x + 3y en la region S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan
dichos valores maximo y minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

s Funcién objetivo
fz,y) = —bx + 3y

» Regidn S Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su representacion

Dx+y>2 —(0,2) & (2,0)
@2r—-—y<4 —(0,-4) & (2,0)
S=1@®2y—2r<4 —(0,2) & (—4,0)
x>0

y=>0

» Regidén factible Repre-
sentamos la region factible
y calculamos los vértices
de la misma

= Optimizacidén de la
fucién objetivo  Eva-
luamos la funcién objetivo
en cada vértice

Punto | = | y | f(z,y) | —
A |2 0] —10 |7
B 0| 2 6
C 4 -8

Por tanto el mdzimo de la funcién objetivo se produce en el punto B(0,2) y vale 6,
mientras que el minimo se produce en A(2,0) y vale —10.

https://aprendeconmigomelon.com 159


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2016/17

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:

f(z) =2 — 42® + 3z

a) (1 punto) Calcilese el drea de la regién acotada delimitada por la grifica de
f(z), el eje de abscisas y or las rectas x =0y x = 3.

b) (1 punto) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) Hallamos las raices de f(z), esto es, los puntos de corte con el eje OX.

23— 42% + 3z = x(2? — 4w + 3)

Tr =
=z(z—1)(z—3)=0 = o=
=3
Sabiendo que los puntos de corte con el
eje OXsonzx =0,xr =1y z =3, plan-
teamos el area teniendo en cuenta que
nos piden que esté comprendida entre las
rectas © = —0 y x = 3, por lo que A; es-
tard comprendida en el intervalo (0,1) y
Ay en (1,3).

xt 4 32
= = —4 -z
/(x 2? + 3z) dx : 3 2]0
1 4 5
—<4 3T ) 0)=13
4 A3 2713
= dx—/(x3—4x2+3x)dx:%—% 3;]1
( L AT R .
4 3 2) 12 12 3
5 8 37
Agoral = |A Ay = — +2 =22 2
Total ‘IH‘Q‘ 23 1

b) Para estudiar el crecimiento de la funcién hallamos los puntos singulares de la misma
y hacemos un estudio del sigo de f'(x).

447

fl(r)=32"-82+3=0=0=

3
(oo, 57) | (57 457) | (557 +o0)
Signo f'(z) + - +
() Creciente Decreciente Creciente
x
S ¢ S
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Luego f(x) es creciente en (—oo, %ﬁ) U (4+Tﬁ, —l—oo) y decreciente en (%ﬁa 74+3ﬁ)
47

y tiene un mdrimo en x = 3 T v un minimo en x = 4+T\ﬁ

Max

fl@) =|a®—42?+32
Min

Ejercicio 4 (2 puntos)

El profesorado de cierta Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales esta com-
puesto por profesores de Economia y de Empresa. El 60 % son de Economia y el 40 %
de Empresa. Ademas el 55 % del profesorado de esa facultad son mujeres. De ellas, el
52% son de Empresa. Calctilese la probabilidad de que un miembro del profesorado
de dicha Facultad elegido al azar:

a) (1 punto) Sea una mujer si se sabe que es de Empresa.

b) (1 punto) Sea de Economia y sea mujer.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

Ec = “El profesor es de Economia” Em = “El profesor es de Empresa”

M = “El profesor es mujer” H = “El profesor es hombre”
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—
\@C@

(Ec)=0.6 = P(Em)=1— P(Ec) =04

P(M N Em)

- P(Em)

P(M) - P(Em | M)
P(Em)
~0.55-0.52
04

P(EcnM) = P(MnN Ec)
— P(M) - P(Ec| M)
= 0.55-0.48 = 0.264

=0.715
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La produccion diaria de cemento, medida en toneladas, de una factoria cementera
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
desconocida y desviacion tipica o = 9 toneladas.

a) (1 punto) Determinese el tamaiio minimo de una muestra aleatoria simple para
que el correspondiente intervalo de confianza para p al 95 % tenga una amplitud
a lo sumo de 2 toneladas.

b) (1 punto) Se toman los datos de produccion de 16 dias escogidos al azar. Calciilese
la probabilidad de que la media de las producciones obtenidas, X, sea menor o
igual a 197.5 toneladas si sabemos que p = 202 toneladas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
X = “Produccién diaria de cemento Tm)” — X : N (i, 9)

a)n=" & 26<2 & 1—a=0.95
l1-a=09 = a=005 = 22=0.02 = 1-22=0975 = 2z, =1.96

T <9 — 2.1.96-

N

2
- n2(2-1.96-g) = 31117 = | n =312

2F = 2za), - <9

S

b) X : N(202,9) Z=5% X : N(202,9/vT6) = N(202,2.25)
197.5 — 202
2.25

—1-P(Z<2)=1-0.9772 = 0.0228

P(X < 197.5) —P(Zg )—P(Zg —2)=P(Z >2)
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Junio 2017 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

—r+3y+3z = 0
—r+3y+z = 1
—r4+ay+2z = 0

a) (1 punto) Disciitase el sistema para los diferentes valores del parametro a € R.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 1.

(Madrid - Mateméaticas CCSS - Junio 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

—1 3 310
I
AJA = -1 3 111
|
—1 a 210
1) Método de Gauss
~1 3 310 ~13 310
I I
A/A*: —1 3 1:1 ~ CQHC;} ~ —1 1 311 ~ FQ—Fl
| |
1 a 210 12 410 s — F
1 3 3 10 ~1 3 3 10
| |
~ 0 =2 0 11|~ ~ 0 =2 0 1
| |
0 -1 a—310 OF, — Fy 0 0 2a—61—1

— 20a—6=0 — a=3
s Sia#3= ( 00 xi1-1 ) = SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
(Solucién tnica).
" Sia=3= ( 00 01—1 ) —> SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solu-
cién).

2) Método Rouché-Frobenius

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=6—-2a=0 = a=3

» Sia#3 |A] #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. = SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).
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~13 30

I

s Sia=3 = A/A*=| -1 3 1.1
I

-1 3 210

3

|A| =0 = ran(A) < 3 y como #0 = ran(4) =2

3
3 =3#0 = ran(4) =3
3

N — W
S = O

ran(A) = 2 # ran(A*) =3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss.

~1 3 310 ~1 3 3.0
Ajp = 1311 |~ B-F ~| 0 0 —2:1
—1 1 210 Fy— F, 0 —2 —110
—x+3(1/s) +3(—12) =0 r = —3/4
= —2z2=1 =| y=14
Sy (=0 | 2=

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

S5 +1 six <0
fl@) =1, .
z+brx+1 sixz>0

a) (1 punto) Determinese si la funcién f(x) es derivable en x = 0.

b) (1 punto) Calciilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién
f(z) en el punto de abscisa x = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.

a) (1) Para que una funcién sea derivable ha de ser continua asi que comprobamos
primero la continuidad en x = 1.

-aggf@ﬁzg%@3+MHﬁ):l
+ T 1) = ligor + 1) =1
s f0)=5-0+1=1
Luego f(z) es continua en x = 0.
(2) Estudiemos la derivabilidad

N B six <0 f1(07) =
f(x)_{2x+5 six>0 — (ot =
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Luego f(x) es derivable en x = 0.
b) El punto de tangencia es zp =3 = yo = f(3) =3*+5-3+1 =25
f(x)=2x+5
m, = f'(zo) = f'(3) =11
r=y—yo=m (T — 20

r=y—25=11-(x—-3) = |r=y=11x -8

Ejercicio 3 (2 puntos)

Sabiendo que la derivada de una funcion real de variable real es:

fl(z) =2 +8x+15

a) (1 punto) Determinese la expresién de f(x) sabiendo que f(1) =1/3.

b) (1 punto) Determinense los méaximos y los minimos locales de f(x), si los tuviese.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
3
) /f/(x)d$=/(x2+8x+15)dx:%+4m2+15x—|—k
1 1 1

Q:B
f(z) = 5+ 42% + 15z — 19

b) fl(x)=2?+82+15=0 = z=-3yxr=-5
(U

f//( ) 9 8 f”(_?’) =2>0 :)> Minimo en (—3’ —37)
f'(=5)=-2<0 9. Méximo en (=5, —107/3)
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Una maquina tiene dos chips de control A y B. Se sabe que al encender la maquina
la probabilidad de que falle el chip A es de 0.2, la probabilidad de que falle el B es

de 0.3 y la probabilidad de que fallen los dos es de 0.015. Calciilese la probabilidad de
que al encender la maquina:

a) (1 punto) Haya fallado el chip A si se sabe que ha fallado el B.
b) (1 punto) No falle ninguno de los dos chips.

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matemaéaticas CCSS - Junio 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “Falla el chip A” B = “Falla el chip B”

P(A)=02 & P(B)=03 & P(ANB)=0.015

a) P(A|B) =1 (1;4(2;3 ) _ 0'09;5 —0.05

b) P(ANB)=P(AUB)=1—-P(AUB)=1-[P(A)+ P(B) — P(AN B)]
=1-(02+0.3-0.015) = 0.515
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso, en gramos (gr), de la bandeja de salmén crudo que se vende en una gran
superficie, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de
media p desconocida y desviacion tipica o = 25 gr. Se ha tomado una muestra aleatoria
simple de 10 bandejas.

a) (1 punto) Si la media muestral de los pesos ha sido X = 505 gr, calctilese un
intervalo de confianza al 99 % para .

b) (1 punto) Supéngase ahora que p = 500 gr. Calctilese la probabilidad de que el
peso total de esas 10 bandejas sea mayor o igual a 5030 gr.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.
a) X N(p,25) = X =505
l—a =099 = a=001 = akh=0.005 = 1—op=0995 —> 2, = 2.575

25
E =z ;ﬁ = 2575 25 = 2036

].C.gg%(,u) = (f - E,f + E) - I.O.gg%(ﬂ) = (48464, 52536)

b) X N(500,25) "= X : N(500, 25/r) — N(500,7.91)

P(10X > 5030) = P(X > 503) = < > 791500) = P(Z > 0.38)

=1—-P(Z<0.38) =1—0.6480 = 0.3520
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Septiembre 2017
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del parametro real a:

rT—=2y—2z = =2
—2r —az = 2
y+az = —2

a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 4.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz
de coeficientes A.

1 -2 —11-2
I
AJA*=| =2 0 —a1 2 — [A|=2-3a=0 = a=2/3
|
0 1 a ' —2

» Sia#2/3 |Al#0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. = SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 -2 —11-2
|

» Sia=2/3 = A/A"=| -2 0 =231 2
|

0 1 =% 2

|Al =0 = ran(A) < 3y como 5 0

‘7&0 = ran(A4) =2

1 -2 =2
-2 0 2 |=10#0 = ran(A4*) =3
0o 1 =2

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucion)

b) Resolvemos el sistema para a = 4 por el método de Gauss.
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1 -2 —11-2 1 -2 —1:1-2
AjA =] =2 0 —412 |~ FB+2F ~| 0 -4 —61-2 |~
| | F;s S F

0 1 4 1-2 0 1 412

1 -2 —11-2 1 -2 —1:1 -2

~lo 1 42|~ ~lo 1 422

0 —4 —61-2 Fy + 4F, 0 0 101-10
r—2-2—(=1)=—2 —1
= y+4-(-1)=-2 = =2
10z =10 z=-—1

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial procurando que los pardmetros estén si-
tuados los méas abajo a la derecha posible. Posteriormente hacemos el método de

Gauss.
1 -2 —11-2 1 -2 —1 -9
I I
A/JA*=] =2 0 —a 2 ~ Fy+2F ~|[ 0 —4 —2—a1 -2
| |
0 1 a ' —2 0 1 a =2
1 —2 -1 1 -2
|
~ ~1 0 -4 —2—a1 -2 | = —243a=0 = a=2/3
|
AFy + Fy 0 0 —2+3a1-10

» Sia#2/3= ( 00 O -10 ) =SI1ST. COMPATIBLE DETERMINADO

» Sia=2/3= ( 00 0110 ) = SISTEMA INCOMPATIBLE

b) Sustituimos a = 4 en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior

11 -2

1 -2 S r—2-2—(=1)=-2 z=1
|

0 -4 =61 -2 | = —dy—6-(-1)=-2 =| y=2
|

0 0 10+-10 /) = 10z =—10 z=-1
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la region del plano S definida por:
1<2<5;2<y<6;r—y>—4 3x—y <10

a) (1 punto) Represéntese grificamente la region S y calciilense las coordenadas de
sus vértices.

b) (1 punto) Calciilese los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = —200z+
600y en la region Sy obténgase los puntos de S donde se alcanzan dichos valores.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A)

Solucion.

s Funcién objetivo
f(z,y) = —200x + 600y

» Regidn S Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su representacion

OlI<z<H — (1,0) & (5,0)
g @2<y<6 —(0,2) & (0.6)
@r—y>-4 —(0,4) & (—4,0)
@3xr—y<10 — (0,-10) & (19/3,0)
= Regidon factible Represen-
tamos la regién factible y
calculamos los vértices de la cao Xy=H s é 3;‘)"”"’

misma
y=6

E: (5,5)

o
L
P
£
n
<

s Optimizacién de la
fucién objetivo Eva-
luamos la funcién objetivo en /
cada vértice

Punto | = | y | f(x,y) /
F (4,2)
A 1] 2 1000
y=2 A(1,2)

B 115 2800

c |26/ 3200 ! L
D [5]6 | 2600 :
E |5 |5 | 2000 T RN B R
F 4 | 2 400

Por tanto el mdzimo de la funcién objetivo se produce en el punto C(2,6) y vale 3200,
mientras que el minimo se produce en F'(4,2) y vale 400.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real :

f(a:):{wH—l six < —1

?4+r—2 sixz>—1
a) (1 punto) Calctilese el valor del parametro real a para que f(x) sea una funcién
continua en todo su dominio.

b) (1 punto) Para a = 2, calciilense los puntos de corte de la gréafica de la funcién con
los ejes cartesianos. Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A)

Solucién.

a) = Sizx<—1, f(x) =azr+ 1, que es continua por ser un polinomio.

» Sixz>—1, f(r) = 2%+ 2 — 2, que es continua por ser un polinomio.

s Siz=1
+ lim f() = lim (e +1) = —a +1
, L 5 N
iy 1= i (2=
e f(=1)=(-12-1-2=-2
Para que f(z) sea continua en x = —1,

lim f(z)= lim f(z)=f(-1) = —a+1=-2 = a=3

z——1— z——17F

2 1 e < —1
b) Para a = 2 tenemos que f(x) = v S%x
2?4 —2 siz>-—1

(1) Puntos de corte con los ejes
» EJE OX

e 2r+1=0 = x:—% —1 = 9 corte con OX.

= —2 % —1 = No es punto de corte

« 240 -2=0— ("
r=1>—-1 = corte en (1,0)

« EJE OY
r=0= y=04+0—2= -2 = corte en (0, —2)
(2) Monotonia de la funcién f(z).
» Siz<—-1= f(x) =2xr+1 = f'(r) =2 >0 = Recta creciente en
(—o0,—1)
nSiz> 1= flr)=2’+2-2 = fl(2)=204+1=0 = 2=—3y
como f"(—3)=2> 0= (U) = Minimo en x = —

N =
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Por lo tanto podemos resumir,

f(z) corta al eje OX en z = 1

y al eje OY en y = —2 P T °

f(x) es decreciente en (—1, —%)
y creciente en (—oo,—1) U _
(—3,+00) y tiene un minimo 7

relativo en (—1/2,9/1).

Ejercicio 4 (2 puntos)

a) (1 punto) No salga defectuoso.

b) (1 punto) Sea del modelo A, si se sabe que ha salido defectuoso.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A)

Una empresa fabrica dos modelos de ordenadores portatiles A y B, siendo la pro-
ducciéon del modelo A el doble que la del modelo B. Se sabe que la probabilidad de
que un ordenador portatil del modelo A salga defectuoso es de 0.02, mientras que esa
probabilidad en el modelo B es de 0.06. Calctilese la probabilidad de que un ordenador

Solucién.

Sean los sucesos:

A = “El ordenador es del modelo A”
B = “El ordenador es del modelo B”

D = “El ordenador es defectuoso”

P(A) =2 P(B)
P(A)+ P(B) =1

0.02

0.98

2/3/
& 0.0
(2

6
0.94

bt

*
%

*
*
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo, en horas, que tarda cierta compania telefénica en hacer efectiva la
portabilidad de un niimero de teléfono se puede aproximar por una variable aleatoria
con distribucion normal de media pu, y desviacion tipica o = 24 horas. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamaino 16, calcilese:

a) (1 punto) La probabilidad de que la media muestral del tiempo X, supere las 48
horas, si i = 36 horas.

b) (1 punto) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo (24.24, 47.76)
para [u.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A)

Solucion.

a) X N(p,24) "= X: N(36,24/vic = 6)

48 — 36

P(Y > 48) — P(Z >
—1-0.9772 = 0.0228

):P(ZZZ):I—P(ZSQ)

b) I.C.=(24.24,47.76) — 2E =47.76 — 2424 — E =11.76
o 24
EFE=2-— = 11716 =2ap,- — = Zap, =196 = 1 —2/2=0.975
Z/ \/ﬁ Z/ \/E Z/ /2

— a/2=0.025 = =005 = 1—-—a=0.95

Por lo que el nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza en
cuestion es del 95 %.
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Septiembre 2017
OprCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérese las matrices

1 =2 1 —1
-1 1 2 -1 3 1
a) (1 punto) Determinese la matriz C*°.

b) (1 punto) Calciilese la matriz X que verifica X - A+ 3B = C.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B)

Solucion.

) _O:<—1 0)
3 1
sz(—1 0)‘(—1 0):(1 0):]
3 1 3 1 01
n B=C-C?=C-1=C
_040:(02)202120:]

b) X -A4+3B=C = X-A=C—-3B = X-A-A"' =(C—3B)- A~}
I

— | X =(C—-3B)-A!

1 2 -1 =2
La matriz inversa de A es A~ = %1 . ( L1 ) = ( L1 ), y se puede com-

probar que A- A™! = 1.

oo () (30 7)

De esta forma

X:(C—3B)-A1:(_4 _9).
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la funcion real de variable real:

x?—1

flx) = 3 — 2

a) (1 punto) Estidiense sus asintotas.

b) (1 punto) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fun-
cion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B)

Solucion.

) ) 2 -1 00
a) = A.Horizontal y= xgrinoof(q:) =35 [oo} =+4oco= P AH.
2 —1

3z —2

» A.Oblicua Haciendo la divisién f(x) = obtenemos la A. Oblicua

1 2
y=-T— —.

También podemos hallar la ecuacion de la asintota oblicua y = max +n de otra
manera, haciendo:

2_1 1
mzlimf(x):limf(x):x:[oo}:
r—0o0o T—00 3r2 — 21 00 3
-1 1 20 —3 2
:1/ —_ :1/ = — — — :1/ —_— —
n =t fe) mme =l f) = g T3t T MG 6 T g

» A. Vertical f(x) tiene una asintota vertical en 3v —2=0= 2 = %

o2t —1 [ —5)]

lim = =+
. 5/9 x—2/37 3r —2 L 0~ ]
xlgg}gf(x):[ 0 ]: -
" 2 =1 —5/9

im = = —00
I—)2/3+ 31‘ - 2 L 0+ 1

b) Para estudiar la monotonia de la funcién hallamos los puntos singulares y el signo

de f'(z).

2z(3x — 2) — 3(2? — 1) s

fie) = (3x —2)2 ,
_ 3x*—dx 43 1
- @z-22

=0=32>—4x+3=0= 7 sol.

-1 22—1

Y 3‘ 9 f(z):&cf?
{f/(m) >0Vz e g—oo, g; Creciente .

fl(x) <0Vax e %, +00 Dereciente
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:

f(z) =2"+ax

a) (1 punto) Calciilese el valor del pardametro real a para que la funcién f(x) tenga
un extremo relativo en x = 2. Determinese si se trata de un maximo o un minimo
local.

b) (1 punto) Para a = —2, héllese el area del recinto acotado por la grafica de f(x),
el eje de abscisas y las rectas v =0 y v = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B)

Solucién.

a) Para que f(x) tenga un extremo relativo en z = 2, f'(x) =

f@)=20ta = f(2)=4+a=0 = a=—4
ff(x) =2 = f'(2)=2>0 = (U) Minimo

b) Hallamos los puntos de corte con el eje X.
?-2r=0 = z(z—-2)=0 = z=1{0,2}.

Alz/j@z_zx)dx: 3]: (-9)-w--1

Atot - ’A1’ -

OO\)b

Ejercicio 4 (2 puntos)

La probabilidad de que cierto rio esté contaminado por nitratos es 0.6, por sulfatos
es 0.4, y por ambos es 0.2. Calctilese la probabilidad de que dicho rio:

a) (1 punto) No esté contaminado por nitratos, si se sabe que estd contaminado
por sulfatos.

b) (1 punto) No esté contaminado ni por nitratos ni por sulfatos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B)

Solucion.
= El rio estda contaminado por nitratos

N
Sean los sucesos: ) ) '
S = El rio esta contaminado por sulfatos

P(N)=06 & P(S)=04 & P(NNS)=02

P(NNS) P(S)—P(NNS) 04-0.2

= = = =0.5
S) = 1]5(#8 NUS) = P(S? )u S)=1- [PO('?“V) + P(S) = P(NNS)]

—1—(06+04 0.2) =0.2

e}
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La longitud auricular de la oreja en varones jovenes, medida en centimetros (cm),
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media p y
desviacion tipica o = 0.6 cm.

a) (1 punto)gna muestra aleatoria simple de 100 individuos proporcioné una media
muestral X = 7 cm. Calciilese un intervalo de confianza al 98 % para .

b) (1 punto) ;Qué tamano minimo debe tener una muestra aleatoria simple para
que el error maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral sea
a lo sumo de 0.1 cm, con un nivel de confianza del 98 %7

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B)

Solucion.

a) X: N(p,06) "= X=7
1—a=098 — a=002 = 2=001 = 1—2h=099 — 2., =2.325

0.6
E =z —— =2325 —— = 0.1395

vn V100

I.Cosn(p) = (T — BT+ E) = | 1.C.gs%(1)(6.8605, 7.1395)

b) n =7 E <01 l—a=098 = z., =2.325

2
E<0l — E=zp- = =2325-20 <01 — nz<2.325-0'6)
o Jn 0.1

— n>1946 — | n=195
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Septiembre 2017 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

a l 1+4+a
Se considera la matriz A= | a a a
1 0 a

a) (1 punto) Estudiese para qué valores del parametro real a la matriz A tiene
inversa.

b) (1 punto) Determinese, para a = 1, la matriz X tal que A- X = I, siendo I la
matriz identidad de tamano 3 X 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucioén.
a) Para que una matriz sea invertible su determinante ha de ser distinto de cero.
Al=a*-2a>=0 = a*- (a—2)=0 = x=1{0,2}

» Sia#{0,2} = 3IA!
» Sia={0,2} = HA!

b) Para a = 1 la matriz es A = y su determinante, sustituyendo en la

_ =
w O ==
—_ =N

expresion del apartado a), es |A] =13 —2-1%2 = —1

Vamos a resolver la ecuacién matricial:

AX =1 — A 'AX=A"'T — X=A"
I

Hallamos la matriz inversa de A por el método de los adjuntos.

1 0 -1 . . 1 -1 -1
AdjA=| -1 -1 1 & ATM= WAdj Al = —| 0 -1
-1 1 0 -1 1 0
Nota: Para hacer la comprobacién tendrfamos que ver si A=t - A =1

De esta forma tenemos que
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
20 +y <16; z+y <1l; 2 +2y >6; > 0; y >0

a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.
J Pertenece el punto (4,4) a S?

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = 3z+y
en la regiéon S indicando los puntos en los cuales se alcanzan dichos valores
maximo y minimo.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

s Funcidén objetivo:
fla,y) =3z +y

» Regidn S: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su representa-
cién

O2xr+y<16 —(0,16) & (8,0)
@xrx+y<1l —(0,11) & (11,0)
®@x+2y>6 —(0,3) & (6,0)
z,y >0

» (1 punto) Regidn factible:
Representamos Sy calcula-
mos los vértices de la misma.
(4,4) € S ya que cumple todas
las restricciones.

B:(0,11)

» (1 punto) Optimizacién de la
fucién objetivo:

X+2y=6

Punto | = | y | f(z,y) i x
A 0| 3 3 L
B [0 [11] 11 g p
R 21 -
D 8 24
E 6 18

Por tanto el mdximo de la funcién objetivo se produce en el punto D(8,0) y vale 24,
mientras que el minimo se produce en A(0, 3) y vale 3.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real definida por

22 —2x  si < —1
f(z) = x si —1<z<1
—x2+ 2z si rx>1

a) (1 punto) Estidiese la continuidad de f(z) en R.

b) (1 punto) Determinese el drea del recinto acotado por la grifica de f(x), el eje
de abscisas y las rectas x =0 y v = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) = Six#{—1,1}, f(x) es continua por ser polinomios.

» Siz=-1
, RT: 2 .
. ILH}}— flz) = lim, (3: 2:(:) =3
© A, )= Jny e =1
o f(—1)=-1
lin} f(z) # li]rri+ f(z) = f(x) no es continua en x = —1, donde tiene
r——1~ T—>—
una discontinuidad de salto finito.
s Siz=1
T A==t
, I 1 _ 2 _
. JE{Lf(x) —glgl_}H%( x —{—2:5) 1

« f)=-1242-1=1

lin{k flx) = 15{& f(z) = f(1) = f(x) es continua en x = 1.

Por tanto f(z) continua en R — {—1}.

b) Hallamos las raices de f(x), esto es, los puntos de corte con el eje OX entre las
rectasz =0y x = 2.
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—1<z<1l=2=0
r>1=—2*4+2r=x(—x+2)=0
r=0

xr =2

Sabiendo que los puntos de corte con el eje
OX son x =0y x = 2, planteamos el area
teniendo en cuenta que nos piden que esté
comprendida entre las rectas xt = 0y z =

2, por lo que A; estara comprendida en el 7 ' '\

intervalo (0,1) y Ay en (1,2).
! 1
= [ e = L (2)-¢
3 2
_ _ T2 __§ >_(_1 >_2
Ay = / —/ x+2x 3 x} —< 3—|—4 3+1 =3

7
ATotal = |A1| + |A2| = 5

:7’1/[12

6

C)O\I\'J

Ejercicio 4 (2 puntos)

En un centro de danza el 60% de los alumnos recibe clases de ballet. Por otro
lado, entre quienes reciben clases de ballet, el 65 % también recibe clase de flamenco.
Ademas sélo el 30 % de quienes no reciben clases de ballet recibe clases de flamenco.
Calciilese la probabilidad de que un alumno de dicho centro elegido al azar:

a) (1 punto) Reciba clases de flamenco.

b) (1 punto) Reciba clases de ballet si no recibe clases de flamenco.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.
Sean los sucesos
B = “El alumno recibe clases de ballet”

F = “El alumno recibe clases de flamenco”

0.65 _
a) P(F)=P((BNF)U(BNF))

0.6 e 0.35 P(BNF)+P(BNF)
/ @ — P(B)-P(F | B)+ P(B)-P(F | B)
= 0.6-0.65+0.4-0.3 =0.51
w 03 @ = _ P(BNF) _ P(B)-P(F|B)
e ~ P(F)  1-P(F)
0.6-0.35
@ T 1-051

= 0.429

182 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2016/17

Ejercicio 5 (2 puntos)

El precio, en euros, de un cierto producto en las diferentes tiendas de una deter-
minada ciudad se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal
de media p y desviacion tipica o = 15 euros.

a) (1 punto) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez tiendas de esa
ciudad y se ha anotado el precio del producto en cada una de ellas. estos precios
son los siguientes:

140; 125; 140; 175; 135; 165; 175; 110; 150; 130.
Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95% para p.

b) (1 punto) Calciilese el minimo tamano muestral necesario para que el error
maximo cometido al estimar p por la media muestral sea a lo sumo de 8 eu-
ros, con un nivel de confianza del 95 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

n=10
a) X: N(u,15) — X = 140+125+140+175+1351JB165+175+110+150+130 — 1445

l-a=09 = a=005 = 22=0025 = 1—-22=0975 = Zap = 1.96
o 15

[.0.95%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) —— [.0.95%(/L) = (1352, 1537)

b) n =7 E <8 l-a=0.95 = 2. =196

T <8 = n>(196-2)135 = [n=1

7 <

ESS EE Za/g'
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Septiembre 2017 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parametro real a:

—r+ay+z = 3
20+2z = 0
r+3y+2z = =3

a) (1 punto) Disctitase el sistema para los diferentes valores de a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 a 11 3
|

AJA =] 0 2 210
I

1 3 21-3

1) Método Rouché-Frobenius

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=2a=0 = a=0

» Sia#0 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(4*) = n? incég. = SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tunica).

10 113
e Sia=0— A/A*=| 0 2 210
1 321 -3
|Al] =0 = ran(A) < 3y como (2) #0 = ran(A) =2
-1 0 1
0 2 2|=0= ran(4) =2
1 3 2

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMI-
NADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss. Como hemos visto en la
discusion que si a = 0 el sistema es compatible indeterminado vamos a escribir tan
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solo las ecuaciones correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero que hemos
encontrado pues tenemos la seguridad de que son linealmente independientes.

- —x4+A=3 r=—-3+ A\
. -1 0 13
AJA* = . = 2y+2 =0 =| y=-A ,A€ER
0 2 210
' zZ=A zZ=A

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:
flz) = (3m2 - 2x>2
1
a) (1 punto) Calciilese / f(z) da.
—1

b) (1 punto) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el
punto de abscisa © = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Desarrollamos el cuadrado: f(z) = (322 — 22)° = 9z* + 422 — 1223

1 1 9 4 ! 9 4
/_1f(a:)dx:/_l(9a74—|—4x2—12953) dx = 5x5—|—3x3—3m4}_1 = <5+—3>
( 9 4 )_ 2 92 04

BRI

5 3

b) El punto de tangencia es 2 = 2 = yo = f(2) = (3-22 —2-2)° = 64

f(z) = 362° + 8z — 3622
my = f'(zo) = f'(2) = 160
r=y—yo=m - (xr—x)

r=y—64=160(r —2) = | r =y = 160z — 256
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Curso 2016/17

Ejercicio 3 (2 puntos)

La funcién de beneficio (en euros) de una empresa que fabrica cables de electricidad
viene dada por la funcién

b(x) = —2® + 1207 — 3200
, donde x representa la cantidad de metros de cable elaborados diariamente.

a) (1 punto) ;Cudntos metros de cable deben fabricarse para que la empresa no
tenga ganancias ni pérdidas?

b) (1 punto) ;Cuantos metros de cable deben fabricarse para que se obtenga el
maximo beneficio?

Observacion: valores negativos de b(x) implican que la empresa tiene pérdidas, mien-
tras que valores positivos implican ganancias.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Para que no haya ganancias ni pérdidas el beneficio ha de ser cero:

—120 4 40 — 40
b(z) = —a? +1200 —3200=0 —> o= ———— _]*
—2 z =80

b) Para obtener el maximo de la funcién beneficio:

V(z)=-2x+120=0 = 2 =060
V' (z) = -2
V' (60) = -2 <0 = (N) = Maximo

Luego fabricando 60 metros de cable obtendremos un beneficio méaximo igual a
b(60) = —60% + 120 - 60 — 3200 = 400 euros.
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Curso 2016/17

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A 'y B dos sucesos tales que P(A) = 0.5, P(A | B) =0.375 y P(BNA) =0.3.
Calctilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) Ocurra B.

b) (1 punto) Ocurra B pero no A.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) P(A|B) = P(If(g)B) _ PO(';) —0.375 — P(B) = ()0;5 08

b) P(BNA)=P(B)— P(ANB)=08-03=05

Ejercicio 5 (2 puntos)

FEl consumo de combustible, en litros cada 100 kilémetros (1/100 km), de los vehiculos
nuevos matriculados en Espana se puede aproximar por una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica o = 1.2 1/100 km. Se
toma una muestra aleatoria simple de tamano 49.

a) (1 punto) Calciilese el nivel de confianza con el que se ha obtenido el intervalo
de confianza (4.528,5.2) para p.

b) (1 punto) Supdngase ahora que p = 4.8 /100 km. Calctilese la probabilidad de

que la media de la muestra, X, esté comprendida entre 4.5 y 5.1 1/100 km.

(Madrid - Matemaéaticas CCSS - Septiembre 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) X: Np,12) =2 X

o

vn

0.672 - /49

=1 l—a=0.
5. 19 96 — a=0.95

2F = 5.2-4.528 = 0.672 = 220)—= —> zaj, =

b) X: N(48,12) =X X: N(4.8,12/vis =0.1714)

_ 45— 4.8 5.1—48

5 < <5.1)= — < _—
P45 X <51) P< 01714 =72 = 01ma >
= P(Z < 1.75) — P(Z < —1.75) = P(Z < 1.75) — P(Z > 1.75)

= P(Z < 1.75) = [1 — P(Z < 1.75)] = —0.9599 — (1 — 0.9599)

= 0.9198

AN

= P(-1.75 < Z < 1.75)
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2016

Curso 2017/18

Modelo 2018
OpPcIiON A

Ejercicio 1 (2 puntos)

0 a a
Se considera la matriz A= | a 0 a | dependiente del parametro real a.

a a 0

a) (1 punto) Determinese los valores de a para los que la matriz A es invertible.

b) (1 punto) Para a = 1, despéjese y determinese la matriz X de la ecuacién
matricial A- X = A+ 21, donde I representa la matriz identidad de orden 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién A)

Solucion.

a) Para que una matriz sea invertible su determinante ha de ser distinto de cero.

|A|=2a"#0 = a#0

011
b) Para a = 1 la matrizes A = [ 1 0 1 | y su determinante, sustituyendo en la
1 10
expresion del apartado a), es | A [=2-1% =2
Vamos a resolver la ecuaciéon matricial:
AX =A+21

ATTAX = A7 (A +20)
1
X=AYA+2)= A TA+A 2l =T +2A7']
I
X=1+2A""

189



Curso 2017/18

Hallamos la matriz inversa de A por el método de los adjuntos.

-1 1 1
AdjA=] 1 -1 1
1 1 -1
-1 1 1
A—l—iAd'AT—1 1 -1 1
TrAY Tt T
1 1 -1

Nota: Para hacer la comprobacién tendrfamos que ver si A=t - A =1

De esta forma tenemos que

1 00
X=I+241t=101 0 |+2 1 -1 1 = X =
00 1

[ )

[ S -

e R S
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Curso 2017/18

Ejercicio 2 (2 puntos)

blanco y una de tinto no debe sobrepasar los 10 euros.

botellas de vino blanco y 500 de vino tinto sea maximo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién A)

Una bodega desea fijar el precio de venta al piblico de las 250 botellas de vino
blanco y de las 500 de vino tinto que tiene en stock. Para no incurrir en pérdidas saben
que el precio de venta al publico de la botella de vino blanco debe ser como minimo de
3 euros, de la misma manera el precio de venta al piiblico de la botella de vino tinto
debe ser de, como minimo, 4 euros. Ademas saben que, para ser competitivos con esos
precios de venta al ptblico el coste de 2 botellas de vino blanco y una de tinto deberia
ser a lo sumo 15 euros. Por el mismo motivo, el coste total de una botella de vino

Determinense los respectivos precios de venta al piiblico por unidad de las botellas de
vino blanco y de las de vino tinto, para que el ingreso total al vender el stock de 250

Solucion.

» Incdgnitas x = “Precio del vino blanco (€)”

y = “Precio del vino tinto (€)”

» Funcién objetivo  f(xz,y) = 250x + 500y

= Restricciones Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion

Dx>3 — (3,0)
@y=>4 —(0,4)
®@r+y<10 —(0,10) & (10,0)
@2x+y<15 —(0,15) & (7.5,0)
z,y >0
= Regidén factible Representamos v
la region factible y calculamos los SEER
vértices de la misma 14
s Optimizacién de la fucién 5
objetivo Evaluamos la funcion \x+y=10
objetivo en cada vértice 10
Punto | = | v | f(x,y) 8
A | 3| 4| 2750 3\, 7
6
B 3| 7 | 4250 D
C 5 15 | 3750 =4 D: (5.5, 4)
L A3, D
D 55| 4 | 3375
2
Luego el ingreso maximo de 4250€ se
produce con un precio del vino blanco ° : [ & 3 Y m\ 3

de 3€ y un precio de vino tinto de 7€
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Curso 2017/18

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real
f(z) = 42® — 122% + 16.

a) (1 punto) Calctlese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el
punto de abscisa x = 1.

b) (1 punto) Calciilese el area de la region limitada por la grafica de f(x), el eje de
abscisas y las rectas x = =2 y x = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién A)

Solucion.
v
a) El punto de tangencia es } rie) = —2a+i0
ro = 1 = yo = flz) =
f) =38

f(z) = 122* — 24z
my = f'(xo) = f'(1) = =12
r=y—1yo=m, (x—x0)
r=y—8=—-12-(z—1)

r=y=—12z+ 20 /ljf(z)=4z3;21212+16 \2

b) Hallamos las raices de f(x), esto es, los puntos de corte con el eje OX.

4 — 1222+ 16 =0

4 -12 0 16
-1 4 16 -16
(4 -16 16 | 0
. 16+ 162 —4-4-16 _ 16+0 o4
2-4 )
tSabiend(l) que(l)(;z puntos de clor- | B / 33
e con el eje sonx = —1y
xr = 2, planteamos el area te- 0

niendo en cuenta que nos piden
que esté comprendida entre las
rectas © = —2 y x = 3, por -3
lo que A; estard comprendida
en el intervalo (-2, —1), Ay en
(—1,2) y Az en (2,3). &0

fla) = 42° - 122+ 16

192 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2017/18

A = /__21f(x) der = /__21(4373 — 122° + 16) dx = m4—4a73+16x[;
—(1+4—16)— (16 +32—32) = —11 — 16 = —27

Ay = /_21 fz)de = /_21(4953 — 1227 +16) dv = 2* — 42® + 1635}2_1
—(16-32+32) — (14+4—16) =16+ 11 = 27

As = /jf(x) dr = /23(4133 —122% + 16) do = x4—4x3+16x}

— (81— 1084 48) — (16 —32+32) =21 — 16 =5
Agorar = |A1| + |Ag] + |As| = 27427 + 5 = 59 ?

3
2

Ejercicio 4 (2 puntos)

Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tales que:
P(A)=04 P(B)=0.5 P(A|B)=0.7
. Calctilese:
a) (1 punto) P(AU B).
b) (1 punto) P(A | B).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién A)

Solucion.

a) Hallar P(AU B)
P(ANB)
P(B)

P(AUB) = P(A) 4+ P(B) — P(AN B)) = 0.4+ 0.5 — 0.35 = 0.55
— P(ANB) P(B)—P(ANB) 05-0.35
b) P(A]B) = P(B) P(B) 05

P(A|B) = =07 = P(ANB)=0.7-P(B) =0.7-0.5 = 0.35

0.3
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Curso 2017/18

Ejercicio 5 (2 puntos)

Un determinado partido politico desea estimar la proporcion de votantes, p, que
actualmente se decantaria por él.

a) (1 punto) Asumiendo que p = 0.5, determinese el tamano minimo necesario de
una muestra de votantes para garantizar que, con una confianza del 90 %, el
margen de error en la estimacién no supera el 2% (£2%).

b) (1 punto) Se tomé una muestra aleatoria simple de 1200 votantes de los cuales
240 afirmaron que votarian por el partido en cuestion. Obténgase un intervalo de
confianza del 95 % para la proporcion de votantes de ese partido en la poblacion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién A)

Solucion.

Como estamos trabajando con proporciones, el intervalo de confianza es la siguiente:

1.C. =p+ F, siendo el error £ = Za/z\/E
n

a) Hallar el minimo n de tal forma que £ < 0.02, siendo 1 — a = 0.90
l-a=09 = a=01 = 22=005 = 1-22=095 = 2., = 1.645
p-q 0.5-0.5

E <002 = zap|/— <0.02 = 1.645 <0.02
n n
1.645 - 0.5\ 2
= n > (002> = 1691.27 y por tanto | n = 1692
240
b) p =02 = ¢g=1—-p=0.38

~ 1200
1—a=095 = a=005 = ap=0025 = 1—0ap=0975 = 2z, =196

p-q 0.2-0.8
E = zap | — = 1.96, | — 0.02
Zopp [ 96\ =150~ = 0023

[.0.95%(29) = (p\ — E7]5 ‘l— E) — [.0.95%(])) = (01774, 02226)
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Curso 2017/18

Modelo 2018
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+y+z = 3
20 +y+=z 2
Sr+3y+z = a+4

a) (1 punto) Disctitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz
de coeficientes A.

11 11 3
I
A/A*=12 1 11 2 — |A| =2
|
5313@—1—4

s [VaeR| |Al #0 = ranA =3 =ranA* = n° incég. = Si1sT. ComMP. DET.

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss.

1 113 1 1 11 3
AjAa =21 12|~ EB-2 ~|0 -1 —11 -4 |~
115 Fy— 5, 0 —2 —41-10 Fy — 2F,
1 1 113 T+3+1=3 r=—1
~lo0 -1 1124 |= —y—1=—4 =| y=3
0 0 —2;—2 —2z = -2 z=1
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Curso 2017/18

Ejercicio 2 (2 puntos)

3% + 3
Se considera la funcién real de variable real f(x) = v .
x

a) (1 punto) Calciilense el dominio y las asintotas de f(z).

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matemadticas CCSS - Modelo 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) = Dom(f) = R— {0}

312 4+3 [0
» A Horizontal y= lim g [] =400= 3 AH.
r—+00 €T o0
= A.Oblicua Haciendo la divisién 223 obtenemos la A. Oblicua y = 3.

€T
También podemos hallar la ecuacion de la asintota oblicua y = max +n de otra

manera, haciendo:

(=)

i o 322+3 00
m = lim ——= = lim :[}:3
T—>00 €x Tr—00 x o0
2 2 9.2
n= lim f(x) —mz = lim 5 +3—33:: lim S A U 1im §:O
I—>00 T—00 T T—00 T T—00

» A. Vertical f(x) tiene una asintota vertical en x =0

. 322+3 { 3 }
lim =|—| =—-
3 r—0— o O_
lim f(z) — H _
z—0 0 9
lim ST i = +00
xi0+ T ~lot]

b) Para hallar los puntos singulares haremos f'(z) =0

_6z-z—(32°4+3)-1  32° -3
o 2 - 2

f(z) " - =0=3"-3=0=2=%1

3 1 —1
Para evaluar el signo de f'(x) suele ser ttil factorizar f'(z) = (z+1)—1)

T2

Signo

f'(@) +

Le
[
«

=00

La funcién f(z) es creciente en (—oo, —1) U
(1,400) y decreciente en (—1,0) U (0,1) y
tiene un mdzimo en (—1,—6) y un minimo
en (1,6)
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Ejercicio 3 (2 puntos)

FEl beneficio diario (en miles de euros) de una empresa productora de cemento viene

dado por la funcion:
f(z) = —22% + 14z — 12

donde x expresa las toneladas de cemento producidas al dia. Se sabe que la produccién
diaria de cemento esta entre 0 y 8 toneladas, es decir, x € |0, §].

a) (1 punto) Calciilense f(0) y f(8) e interprétense los resultados en el contexto del
problema. Hallense las toneladas de cemento que deben producirse diariamente
para obtener el maximo beneficio posible.

b) (1 punto) Determinese entre qué valores debe estar la produccién diaria de ce-
mento para que la empresa no tenga pérdidas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién B)

Solucién.

a) = f(0) = —12 que significa que si no producimos ninguna tonelada de cemento
tendremos unas pérdidas de 12000 €.

» f(8) = —28 que se interpreta como que si producimos 8 toneladas de ce-
mento tendremos unas pérdidas de 28000 € debido a las ineficiencias de la
sobreproduccién (contratacion de horas extraordinarias, problemas logisticos
de almacenaje...).

Para calcular el maximo beneficio tenemos que optimizar la funcién f(z). Para ello
hallaremos los puntos singulares de la misma y hallaremos el maximo, comprobando
posteriormente que éste no sea menor que los extremos de la funcién f(0) y f(8).

fl(x)=—-4r+14=0 = x="7/2.
f(x)=-4<0 9. Méximo.

El méximo beneficio es de f(7/2) = 12500 € que se obtiene con una produccién de
3.5 toneladas de cemento.

b) Establecer entre qué valores debe estar la produccién de cemento para que la empresa
no tenga pérdidas es tanto como estudiar el signo de la funcién f(x).

—144++/142—-4-2-12 —144+10 =1
x)=-2202+1dr—12=0 = x = = =
/(@) 2. (—2) 1 {x:6
Signo f'(x) - + -
(@) Decreciente | Creciente | Decreciente
x
N\ f ¢

Luego la produccién de cemento debera estar entre [1, 6] toneladas para que la empresa
no tenga pérdidas.

o
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Curso 2017/18

Ejercicio 4 (2 puntos)

Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tales que:
P(A)=0.3 P(B)=0.8 P(AUB)=09
Calctilese:
a) (1 punto) P(A | B).
b) (1 punto) P(A | B).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)
— P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB)=03+08-09=02
P(ANB) P(B)-P(ANDB) _08-02

P(A]B) = P(B) P(B) 0.8

=0.75

— _P(ANB) P(A)-PANB) 03-02
b) P(A]B) = P(By  1-PB)  1-08 =00
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EIl peso, en kilogramos, de los ninios de diez anos en la comunidad de Madrid se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de . desconocida
y desviacion tipica o = 3 kilogramos.

a) (1 punto) Calciilese un intervalo de confianza al 95 % para y si se ha tomado una
muestra aleatoria simple de 9 ninos de diez afios y se han obtenido los siguientes
pesos en kilogramos:

37, 40, 42, 39, 41, 40, 39, 42, 40

b) (1 punto) Determinese el tamaino minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de la media muestral
sea menor que 1 kilogramo con un nivel de confianza 99 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2018 - Opcién B)

Solucion.

n—9 < 3T+40 442+ 39 + 41 4 40 + 39 + 42 + 40
) X:N(u,a)JX:++++9++++:

l-a=09 = =005 = 2¢2=0.025 —= 1—92=097 = Zasy = 1.96
o 3
EF=z4-—=19-—=1.96
”n NG)

[Cos(p) = (X = B;X + E) = | I.Closq(p) = (38.04,41.96)

40

b) Hallar el minimo n de tal forma que E < 1, siendo 1 — o = 0.99
l-a=099 = a=001 = 22=0.005 = 1-92=0995 = 2z, = 2.325
o 3
— <1 = 2325- —
N vn

y por tanto | n = 49

3 2
E<l = 2z §1:>n2<2.325-1) = 48.65
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Curso 2017/18

Junio 2018
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

31 3 -1
Se consideran las matrices A = ( ) vy B= ( )

8 3 -8 3
a) (1 punto) Compruébese que B es la matriz inversa de A.

b) (1 punto) Calcilese la matriz X tal que A- X = B.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A)

Solucion.

a) B es matriz inversade A <= B-A=A-B=1

Es importante la comprobacién de los dos productos pues el hecho de que el producto
de matrices no sea conmutativo asi nos lo exige.

o (20 (5 7) (00
ma= (20 (1) (0

b) A-X=B = B-A-X=B-B = X=DB?
——

P 3 -1\ 3 -1 _ 17 -6
-8 3 -8 3 —48 17
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Ejercicio 2 (2 puntos)

r+y <50,

2z +y < 80,

Curso 2017/18

Sea S la regién del plano definida por:

x>0,

y=>0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A)

a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténgase el valor maximo de la funcién f(z,y) = 5x+4y en la region
S, indicando el punto en el cual se alcanza dicho valor maximo.

Solucion.

s Funcidén objetivo

Fa,y) = 5o + 4y

= Restricciones Escribimos las restricciones del problema y los puntos necesarios
para su representacion

Ox+y<50 —(0,50) & (50,0)
@2x+y <8 —(0,80) & (40,0)
z,y 20
v
= Regidén factible Representamos
la regién factible y calculamos los N
vértices de la misma -
XY=
s Optimizacién de la fucién \ B: (0, 50)
objetivo Evaluamos la funcion
objetivo en cada vértice o
Punto y | flz,y) i} 6 0,20
A 0 0
B 50 | 200 * \
C |30]20 230 DRI ey
A: (0, 0)
D 40| 0 200 o
2x+y=80
Luego el maximo de la funcién ese 230 que se produce en el punto C'(30, 20)
O
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Curso 2017/18

Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real definida por:

2
Tt si oz <2
fay=1"7"
x =
3x? — 2x .
—_— s8I x>2
T+ 2

a) (1 punto) Estudiese si f(x) es continua en x = 2.

b) (1 punto) Calciilese la funcion derivada de f(x) para x < 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A)

Solucion.

a) Para que f(x) sea continua en z = 2

. LT+ 2
s =iy
2
—2
» lim f(x)—hmsx T 9
x—27F z—=2 x4+ 2
2+2
s ()= — =4
fo) =2
lim f(z) = f(2) # lim f(z) = f(x) no es continua en x = 2
T—2~ z—2+
2 —1—= 9 _
b) Cuando z < 2, f(q;):x+1 — f’(x):$ (r+2) 3
I‘_

(=12  (z—1)
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En una agencia de viajes se ha observado que el 75 % de los clientes acude buscando
un billete de transporte, el 80 % buscando una reserva de hotel. Se ha observado ademas
que el 65% busca las dos cosas. Elegido un cliente de dicha agencia al azar, calctilese
la probabilidad de que:

a) (1 punto) Acuda buscando un billete de transporte o una reserva de hotel.

b) (1 punto) Sabiendo que busca una reserva de hotel, también busque un billete
de transporte.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A)

Solucion.
Sean los sucesos:

T = “El cliente busca billete de transporte”

H = “Fl cliente busca un hotel”

Del enunciado tenemos:
P(T)=07 & PH)=08 & P(T'nH)=0.65

a) P(TUH)=P(T)+ P(H)— P(TNH)=0.75+ 0.8 —0.65 = 0.9

P(TNH) 0.65
P(H) 08

b) P(T | H) = = 0.8125
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La empresa Dulce.SA produce sobres de azicar cuyo peso en gramos se puede
aproximar por una variable aleatoria X con distribucion normal con media pu = 4
gramos y desviacion tipica o = 0.5 gramos.

a) (1 punto) Determinese el tamaino minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de la media sea como
mucho de 0.25 gramos con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria simple
de 25 sobres, la media muestral , X, pese mas de 12.25 gramos, sabiendo que
=12 gramos.

(Madrid - Matemadticas CCSS - Junio 2018 - Opcién A)

Solucion.

X N(4,05) = X : N(4,05//n)

a) Hallar el minimo n de tal forma que £ < 0.25, siendo 1 — a = 0.95
l-a=09 = a=005 = 22=002 = 1—-22=0975 = 2z, =196

0.5 0.5 \2
E =z —= <025 = 1.96- —= < 0.25 = n > <1.96 : ) — 15.36

NG Jn 0.25

y por tanto | n = 16

b) X : N(12,05) =X X : N(12,05/vz5) = N(12,0.1)
12.25 — 12
0.1

=1-10.9938 = 0.0062

P(X >1225) = P(Z > ) = P(Z>25)=1-P(Z < 2.5)
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Junio 2018
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+ay+z = 1
ar+y+(a—1)z = a
r+y+z = a+1

a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B)

Solucién.

a) Ponemos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz A.

1l a 1 1 1
|
A/JA*=|a 1 a—11 a — |Al=—-a+1=0 = a=1
|
1 1 1 1a+1

» Sia#1 |Al#0 = ranA =3 =ranA* = n° inc6g. = SisT. ComP. DET.

11 111

|

» Sia=1 = A/A*=|11 01
|

11 112

|Al =0 = ranA < 3y como

[1)|7é0 — rand =2

11
10 #0 = ranA* =3
11

[N —

ranA = 2 #ranA* =3 = SISTEMA INCOMPATIBLE

b) Resolvemos el sistema para a = 3 por el método de Gauss.

. 1 3 1.1
| |
AJA*[ 31 293 |~ | BR=3FR | ~]| 0 =8 —110
I I
114 Fy— F 0 -2 0 13

=c+3-(-3R)+12=1 = | z=-13/
= 8 (=3k)—2=0 =| y=-3h

o

https://aprendeconmigomelon.com 205


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2017/18

Ejercicio 2 (2 puntos)

{L‘3

Se considera la funcion real de variable real f(z) = —.
(x+1)

a) (1 punto) Calcilense el dominio y las asintotas de f(x).

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B)

Solucién.
a) wmzrx+1=0= z=-1 = dom(f) =R —-{-1}

3

= A.Horizontal vy = Erin (—T—l)Q = [OO} =400= A AH.
T oo (1 00

3 3

s A.Oblicua Haciendo la division obtenemos la recta

(x+ 172 22+22+1
y=1x—2.

También podemos hallar la ecuacién de la asintota oblicua y = ma 4+ n de otra
manera, haciendo:

o fle) x? , a? 00
m=lim —=1lm ———— =1llm —F——— = [} =1
3 3 _ (43 4 92
nzlimf(x)—mx:lim%—leimx (2" + az—i—x)
—9r? —
— i 22 {OO} _
= A. Vertical f(x) tiene una asintota vertical en x = —1
i 3 —1
im =|—| =—
1 el (x4 1) LOT
Jim g0 =[] = .
lim ——— = _1] — —o0
e—=1% (z + 1)2 0+

b) Para hallar los puntos singulares haremos f’(x) =0

f(x) = 3x2-(x+1)2—:v34-2-($—|—1)
(x+1)
'+ 4a® + 32°
GRS

=0=2% (2 +42+3) =0=z={-1, -3, 0}

Para evaluar el signo de f'(x) suele ser 1til factorizar la derivada de la funcién

o) = St (@ 43) 2t (24 3)
(@ + 1) (z+1)°
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Signo
f'(=x)

La funcién f(x) es creciente en (—oo, —3) U
(—1,0) U (0, +00) y decreciente en (—3,—1))
y tiene un mdzrimo en x = —3.

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real
f(z) = 22° — 52* + 3.

a) (1 punto) Calciilese el drea del recinto acotado limitado por la grafica de f(z) y
el eje OX.

b) (1 punto) Héllese la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto
de abscisa x = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) Hallamos las raices de f(z), esto es, los puntos de corte con el eje OX.

z=0

20° —52x’+3x = - (202 =5z +3) =0 =
( ) 202 —bx+3=0= g =522 = 5 — {1 35}

f(z) = 223 — 52* + 3=

Sabiendo que los puntos de corte
coneleje OXsonzx =0,z =1y
x = 3/2, planteamos el area de ma-
nera que A; estara comprendida en

el intervalo (0,1) y Ay en (1, 3). 7
1 1 1 D 3 5t 1 5 3
A= [ f@)de = [ (@6~ 52 4 30) do = 2:B4—3$3+2x2]02 <2—3+2> —(0)
1t
33
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3/2 1 5 3 .18 81 135 27 1
[P =B - (B2 - ()
2= [ f@)dr=gat—gathoat = (g -ty 3
_9 1_ 5
32 3 96
1 5 37
Agoar = | ALl + [Ag] = = + = = 25 42
Totat = [A1] + [ Az = 54 5o = o0 u

b) El punto de tangencia es ;
z9=0=yo = f(xo) = f(0) =0 !

f'(x) = 62% — 102 + 3
0,0

m, = f'(xo) = f'(0) =3 Y

r=y—1yo=m - (x—1x0) N~

r=y—0=3-(zx—0) Y
r=y=3c /

Ejercicio 4 (2 puntos)

En una comunidad de vecinos en el 70 % de los buzones aparece en primer lugar
un nombre masculino y en el 30 % restante un nombre femenino. En dicha comunidad
la probabildad de que un hombre trabaje es de 0.8 y la probabilidad de que lo haga
una mujer es 0.7. Se elige un buzon al azar, calcilese la probabilidad de que el primer

nombre en el buzén corresponda a:

a) (1 punto) Una persona que trabaja.

b) (1 punto) Un hombre, sabiendo que es de una persona que trabaja.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B)

Solucion.
Sean los sucesos:

H = “El primer nombre del buzon es masculino”

M = “El primer nombre del buzon es femenino”

)=P((HNT)U(MNT))
PHNT)+P(MNT)
P
0.

T = “La persona trabaja”
) P(T | H)+ P(M)- P(T'| M)

0.8 @
/ O, g
7-0.84+0.3-0.7=0.77
0.3 0.7 @ |
\@C b) P(H | T) = f(“T‘)T) _ P<H>PZE)T | H)
03 0.7-0.8
@ = o ot
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EI niimero de descargas por hora de cierta aplicacion para moviles, se puede apro-
ximar por una variable aleatoria de distribuciéon normal de media p descargas y des-
viacion tipica o = 10 descargas.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 40 horas, obteniéndose una
media muestral de 99.5 descargas. Determinese un intervalo de confianza al 95 %

para (.

b) (1 punto) Supéngase que p = 100 descargas. Calciilese la probabilidad de que
al tomar una muestra de 10 horas la media muestral, X, esté entre 100 y 110
descargas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) X: N(p,10) =% X =995
1—a=095 = a=005 = 2 =002 = 1—2h=0975 = 2., =1.96
o 10
E=zy — =196 — =3.1
Z/ \/ﬁ

[Cosq(p) = (X = B;X + E) = | I.Cosq(p) = (96.4,102.6)

5

b) X : A(100,10) =¥ X : AN(100,10/yi0) = A(100, 3.16)
100 — 100 110 — 100

= P(Z < 3.16) — P(z < 0) = 0.9992 — 0.5 = 0.4992
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Junio 2018 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

1
Se consideran las matrices: A =] 2
3

=

2 2
1 & B=13
m 2

— =

donde m es un parametro real.

a) (1 punto) Determinense los valores de m para los que la matriz A es invertible.

b) (1 punto) Para m = 0 considérese la ecuacién matricial A- X = B. Exprésese X
en funcién de A y B y calctilese X :

(Madrid - Mateméaticas CCSS - Junio 2018 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) |[A|=6—2m =0 = m =3. Luego 3A™', Ym € R — {3}

b) Pram=0 = A-X=B = A'A-X=A"1".B = | X=A"-B
I

11 2 -1 3 2
A=|20 1| & |A=6-2-0=6 & AdjA=| 2 —6 2
310 3 =2

-1 2 1 —l/6 1/3 1/

IR S I |

A :WAdJA =5 3 —6 3 [=] 2 -1 1p

2 2 =2 3 13 —1/3

~1 2 1 2 4 1 1

X:A‘l-B:é- 3 —6 3 31 |=] -1 3k

2 2 -2 2 1 1 43
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
r+y<6; dr+y<12; x>0; y=>0
a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) =
8z + 3y

5

valores maximo y minimo.

en S, indicando los puntos de la regién en los cuales se alcanzan dichos

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

» Restricciones Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-
sentacion

Dx+y<6 —(0,6) & (6,0)
@4r+y<12 —(0,12) & (3,0)
z,y >0

s Funcidén objetivo

» Regidén factible Representamos
la regiéon y calculamos los vértices.

» Optimizacidén de F.0. Evalua-
mos f(z,y) en cada vértice

Punto | = | y | f(x,y)
A 010 0
B | 0] 6] 185
C 2 | 4| 25
X
D 310 24/5 T . o 01) 2 \ a 5 6\

Por tanto el mdzimo es de 28/5 y se produce en el punto C(2,4), mientras que el minimo
es 0 y se alcanza en el punto A(0,0).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

1
o+

()

a) (1 punto) Calciilese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el
punto de abscisa x = 0.

b) (1 punto) Hallese el area de la region limitada por el eje de abscisas, las rectas
r=0yx=1ylagréfica de f'(x), siendo f' la funcién derivada de f.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) m 0=0 = yo= f(xo) = f(0) =1

1
. f’(fﬂ):—m
e = ) = £1(0) = -1
sr=y—yo=m(r—29) = y—1=-1-(z—-0) = |[r=y=—x+1

b) Hallamos los puntos de corte de f'(x) con el eje OX.

1
— =0 = 1=0 = # Pto. corte OX
(z +1)
Lo que define un tnico recinto de integracién delimitado por las rectas verticales:
Al = (07 1)
Lo 1 1 1
A= [ flayde = @)= )= f0) = 5 -1=—
1 1
Area = |A| = |—=| = = «?
rea = | A ‘ 5| =3 U
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se toma un coche al azar de la Comunidad de Madrid. Se sabe que la probabilidad
de que tenga motor diésel es 0.4. La probabilidad de que tenga mas de 8 anos es 0.5.
Finalmente se sabe que la probabilidad de que tenga mas de ocho anos o motor diésel
es 0.55. Calctilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) Tenga motor diésel sabiendo que tiene mds de ocho anos.

b) (1 punto) No tenga motor diésel ni tenga mas de ocho anos.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Junio 2018 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

D = "El coche tiene motor diésel”

O = "El coche tiene méas de ocho anos”

Del enunciado sabemos las siguientes probabilidades:

P(D)=04 & PO)=05 & P(DUO)=055

(DNO) _ P(D)+P(O)—P(DUO) _ 04+05—0.55

P(O) PO 0.5 =010

2) P(D|0) =~

b) P(DNO)=P(DUO) =1-P(DUO)=1-055=045
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo diario, medido en horas (h), que pasa una persona de 18 anos viendo la
television, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p h y desviacion tipica o = 0.25 h.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 15 individuos y se obtiene
una media muestral T = 2 h. Calciilese un intervalo de confianza al 95 % para .

b) (1 punto) Supéngase que p = 2 h. calciilese la probabilidad de que al tomar una
muestra aleatoria simple de 20 individuos, el tiempo medio de visionado diario
de television, X, esté entre 1.85 y 2.15 horas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) X N (1,025) 2 Ls72=2 & 1—a=095

1-a=095 = a=005 = ak=0.025 = 1—as=0975 =2 2., = 1.96

0.25

I.Cos9(p) =(T—E, T+ FE) = | [.C.o59(n) = (1.873;2.127)

o 0.25
b) X : N(2,0.25 "——20>X:N(2,=0.056>
) ( ) NN
— 1.85 — 2 2.15 — 2
P(185 <X <215) =P <7< — P(—268< Z <2
(1.85 < X < 2.15) (0.056 =7 = 0.056) (-2.68 < 2 < 2.68)

(Z <2.68) — P(Z < —2.68) = P(Z <
P(Z <268)—[1—P(Z<268)] =2
=2-0.9963 — 1 = 0.9926
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Junio 2018 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

2r+y+z=1
T+2y+2=2
rT—y+az=—1

a) (1 punto) Disciitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

2 1 1.
I

A/A =1 2 112
I

1 -1 a1 —1

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=3a=0 = a=0

» Sia#0 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incog. flouche o SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tunica).

2 1 111
I

s Sia=0 = A/A*=|1 2 112
I

1 -1 01 —1

|A| =0 = ran(A) < 3y como

1
2|7ré0 = ran(A4) =2

2 1 1
1 2 2 |=0= ran(4") =2
1 -1 -1

ran(A) = 2 = ran(A*) # n®incég. = 3 =2y SisTEMA COMPATIBLE

INDETERMINADO (Infinitas soluciones).

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss, sabiendo que como se
trata de un S.C.I. solo tenemos que resolver las filas correspondientes al menor de
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orden 2 distinto de cero que hemos encontrado en la discusion.

AJA = 211:1 N N 211:1
12 112 03 1:3

2F, —
= 2x+%+)\:1:> x:—%
= 3y+r=3 = | y=32 AeR
= = | L=

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

2 1 1

1 2 1 1 1
AjA =1 2 1.2 |~|2m-F |~]0 3 1 13
1 -1 ai—1 2, — F 0 —3 2a—11-3
[ 21 111
~ ~lo03 13
B4 F 00 210) =2=0=[a=0

s Sia#0 = ( 00 00 ) —> SIST. COMPATIBLE DETERMINADO
n Sia=0 = ( 00 010 ) = SIST. COMPATIBLE INDETERMINADO

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 0.

21 111\ => 2u4324)=1= | 7=—3
|
A/ATL 03 103 | = 3y+A=3 = | y=22 A€eR
|
0 0 2@30 = = L=\

216
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la funcion real de variable real:

z+1 six <0
fl)=q22-1

2+1

siz >0
T

a) (1 punto) Determinese si f(x) es una funcién continua en todo su dominio.

b) (1 punto) Calciilense sus asintotas horizontales y oblicuas, si las tuviese.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) = Siz<0, f(r) =x+ 1, que es continua en R, porque es un polinomio

2
-1
» Siz >0, f(z) = ;7_1_1, que es continua en R.
m Six=0
¢l f(x) = lim(r 1) = 1
> —1

o Jdm o) =l ey =
0-1

. f(o):ﬁ:—l

Como los limites laterales son distintos la funcién f(z) tiene una discontinuidad
de salto finito en z = 0.

b) = A. Horizontal

NTES Erp (z+1) Como se trata de una recta no hay asintotas de ningun
tipo en esta rama
2
—1
a —[00}21:>A.H.eny:1:>ﬂA.O.
00

* y:xl—lg—{loox2—|—1_

2_
filx) =z +1 ﬂ)’_z”_i
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:
f(z) = 22° + 152° + 362
a) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento

b) (1 punto) Calciilense sus maximos y minimos locales si los tuviese.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Derivamos la funcién y calculamos sus puntos singulares:
fl(x) =622 +300+36=0 = z={-3,-2}

La funcién f(x) es creciente en (—oo, —3) U (—2,4+00) y decreciente en (—3, —2).

(_007 _3) <_37 _2) (_27 +OO>
Signo f'(x) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(z)
a ¢ S

b) f(z) tiene un mdzimo relativo en (—3,—27) y un minimo relativo en (—2 — 28).
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Entre los miisicos que ensayan en un determinado local de Madrid, un 30 % sabe
tocar la bateria, un 80 % sabe tocar la guitarra y un 20 % sabe tocar tanto la bateria
como la guitarra. Se elige uno de esos miisicos al azar. Calciilese la probabilidad de
que:

a) (1 punto) No sepa tocar la bateria si se conoce que sabe tocar la guitarra.

b) (1 punto) Conocido que no sabe tocar la guitarra, no sepa tocar la bateria.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

B = "El musico sabe tocar la bateria”

G = El musico sabe tocar la guitarra”

Del enunciado sabemos las siguientes probabilidades:
P(B)=03 & P(G)=08 & P(BNG)=02

_ _ P(BNG) P(G)—PBNG) 08-0.2

a) P(B|G) P = 5E) =g =0T
o P(Pﬂ@) P(BUG) 1—- P(BUG)
R &) IR I (€]
_1-[P(B)+P(G)~P(BNG)] _1-(03+08-02)
B 1 - P(G) B 1-0.38 o
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Ejercicio 5 (2 puntos)

FEl peso en kilogramos (kg) del ejemplar de lubina de estero tras un mes de crianza,
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media p kg
y desviacion tipica o = 0.2 kg.

a) (1 punto) Determinese el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de p sea menor que
0.05 kg, con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria simple
de tamano 20, la suma total de sus pesos sea mayor que 32 kg, sabiendo que
w=1.5 kg.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2018 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) X :N(1,02) & n=? & E<005 & 1-—a=095

1—a=095=a=005= k=002 =1—0k=0975 =22 -, =196

0.2 0.2 \2
E =z —— =196 —= <005 = n > <1.96-) — 6146 — |n =62

N4 N4 0.05
b) X : N(15,02) =2 X : N[ 1.5 02 s
: 5,0. : 5 g =0
Si la suma de los pesos de 20 ejemplares es de 32 kg, quiere decir que la media sera
32
T=—=16k
T &

1.6 —1.5
0.045
=1-0.9868 = 0.0132

P(X > 1.6) = P<Z > ) — P(Z>222)=1— P(Z < 222)
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Julio 2018 (Extraordinario)

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
0 1 2
Considérense las matrices A= 1 0 | yB=| 3
0 1 2

9 11

a) (1 punto) Calciilese [(A : AT) —24- AT}

b) (1 punto) Determinense el niimero de filas y columnas de la matriz X que verifica
que X - AT = BT Justifiquese si AT es una matriz invertible y calcule la matriz

X.

Nota: M denota la matriz traspuesta de la matriz M.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién A)

Solucién.
01 010 10
a) A-AT=1|1 0 ( ): 010
101
0 1 101
101 10 1 2 0 2
2
(A-AT):010 010]l=l010
101 10 1 2 0 2
20 2 10 0 0
2
(A-AT)—zA-ATz 010]|-2-1010]|=]0 —10
20 2 101 0 0 0
. 0 0 0 0 0 0
2
{(A-AT) oA AT =0 ()" o |=]|0 -1 0
0O 0 0 0 0 0
b) X -A' =BT — X &My
~ N~ =~
1x2 2x% 1x

La matriz A" no es invertible porque no es cuadrada.

X-AT=B" = (a y)-((l) (1) (1)):(2 3 2)

= (yzy)=(232)=X

I
~
w
[\
~—
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la region del plano S definida por:
S={(z, ) eR |2+ 2 >4 s +2 <12 <4 —z+2y < 12}

a) (1 punto) Represéntese graficamente la region S y calcilense las coordenadas de
sus vértices.

b) (1 punto) Determinense los puntos en los que la funcién f(x,y) = 3z —y alcanza
sus valores maximo y minimo en S, indicando el valor de f en dichos puntos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién A)

Solucion.

» Funcidén objetivo: flz,y) =3z —y

» Regidn S: Escribimos restricciones puntos necesarios para su representacion

Da+2y>4 -5 (0,2) & (4,0)
o @r+2y <12 — (0.6) & (12,0)
@z <4 — (4,0)
@ —z+2y<12 —(0,6) & (—12,0)
x=4
= Regidén factible: Representa- /

mos la region factible y calculamos
los vértices de la misma

L . . C: (0, 6)
= Optimizacidén de la fucidn

objetivo: Evaluamos la funciéon
objetivo en cada vértice

f(z,y)
12

D: (4, 4)

Punto | =

A 4

A: (4,0)

|
B
= O e O
|
—_
(@)

B
C 0
D

Por tanto el mdzimo de la funcién objetivo se produce en el punto A(4,0) y vale 12,
mientras que el minimo se produce en B(—4,4) y vale —16.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Considérese la funcion real de variable real:

fz) =

x
1 — 422

a) (1 punto) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Estudiense las asintotas de f.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién A)

Solucion.

a) Para estudiar la monotonia de la funcién hallamos los puntos singulares y el signo

de f'(z).

1 —42® —x - (—8z)

! _ 81gn0
f (3:) (1 _41;2)2 f/
472 + 1
= =2

—-1/2 +1/2
=42 +1=0= 7 sol. / / R

La funcion f(x) es Creciente en (—oo, —1/2) U (—=1/2,1/2) U (1/2, +00)

b) = A.Horizontal y= xll)finoof( x) = 1— 472

= A.Oblicua 3 A.O.

o0

» A. Vertical f(z) tiene una asintota vertical en 1 — 42* =0 = z = +1/

" x [—1/2] N
1m = = +00
Y et L —da? [ 07 N
lim f(zx)=|——| = ‘
$*)71/2 O - __1/2_ 3 2
it = = — -
xﬁll}}g"" 1 — 4372 L 0+ ] >0
T [1/2] /-
1/ pu— —_— pu—
X By pure R [ B
i ")
lim f(z)=|+| =
i 0 x [1/2]
1, _— = | — | = —
ot L—dz? 0]~ °
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se va a celebrar una carrera popular. Entre los participantes, dos de cada tres
hombres y tres de cada cuatro mujeres han entrenado para la carrera.

a) (1 punto) Se eligen al azar y de forma independiente un hombre y una mujer
de entre los participantes. Calciilese la probabilidad de que alguno de ellos haya
entrenado para la carrera.

b) (1 punto) Si el 65% de los participantes son hombres y el 35 % mujeres y se elige
un participante al azar, calctilese la probabilidad de que sea hombre sabiendo
que ha entrenado para la carrera.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién A)

Solucién.

a) Denominamos los sucesos:

He = “El hombre elegido ha entrenado”

Me = “La mujer elegida ha entrenado”

P(HeUMe) = P(He)+ P(Me)— P(HenNMe) = P(He)+ P(Me)— P(He)- P(Me)
3 2 3 11

b) Sean los sucesos:

H = “La persona elegida es hombre”
M = “La persona elegida es mujer”

E = La persona ha entrenado

P(E) = P((HNE)U(MNE))
P(HNE)+P(MNE)
P (

OV' /8 @ — P(H) - P(E | H)+ P(M) - P(E | M)
0,652 +0.35- > = 0.6958

3 3 4

0.35 @ P(HNE) P(H)-P(E|H)

PUHTE) ==p@ = p®)
_0.65-2/3

0.6958

= 0.6227
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La distancia anual, en kilémetros (km), que recorren las furgonetas de una empresa
de reparto, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p km y desviacioén tipica o = 24000 km.

a) (1 punto) Determinese el tamaiio minimo de una muestra aleatoria simple para
que la amplitud del intervalo de confianza al 95 % para p sea a lo sumo de 23550
km.

b) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 25 furgonetas. Suponiendo
que p = 150000 km, calciilese la probabilidad de que la distancia media anual
observada, X, esté entre 144240 km y 153840 km.

(Madrid - Matemadticas CCSS - Julio 2018 - Opcién A)

Solucion.

a) X: N(p,24000) & n=? & 1-a=095 & 2E<23550
1—a=095 — a=005 — =002 = 1—2h=0975 — 2., = 1.96

2
2E < 23550 => 2205 % < 23550 = n > (2-1.96 2209)" = 15.95

vn 23550
— |n=16
e _ 24000
b) X : AN(150000,24000) =2 XN 150000, —— = 4800
V25
— 144240 — 150000 — 153840 — 150000
P(144240 < X < 153840) = P < X<
( 0.5 X < 153840) ( 4800 - 4800 )

= P(-12<Z<08)=P(Z<08)— P(Z < —12)
= P(Z<08)—P(Z>12)=P(Z<08)—[1—P(Z<1.2)]
— 0.7881 — (1 — 0.8849) = 0.673
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Julio 2018 (Extraordinario)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro a € R:

r+3y+z = a
2 +ay — 6z = 8
r—3y—>5z = 4
a) (1 punto) Disciitase el sistema en funcién de los valores del parametro real a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 4.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién B)

Solucion.
1 3 114
|
a) AJA*=12 a 68| = |A=-6a—-12=0 = a= -2
|
1 -3 —-514

» Sia# -2 |Al#0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. = SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

13 1 1-2
|
aSia=-2 = A/A"=|2 -2 61 8
|
1 -3 -5 4
3
|A| =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(4) =2
1 3 =2
2 -2 8 |=24#0 = ran(A*) =3
1 -3 4

ran(A) = 2 # ran(A*) =3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 4 por el método de Gauss.

1 3 1.4 1 3 114
| |
A/lAs=|2 4 —6:8|~|FR-2|~|0 -2 -810 |~
| |
1 -3 —5:4 F3—F1 0 —6 —6:0 F3—3F2

1 3 114\ =2243-041-0=4 =| z=4
I

~l0 -2 810 |=-2-8-0=0 =] y=0
|

0 0 1810/ =182=0 = | 2=0

o
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Los beneficios, en millones de euros, de una determinada inversion vienen dados
por la funcién f(x) = x® — 12z, donde x representa cierto indice que puede tomar
cualquier valor real.

a) (1 punto) Determinese, en el caso de que exista, el valor del indice para el que
el beneficio es mayor que el de todos los valores de un entorno suyo. ;Cual seria
el beneficio para ese valor del indice?

b) (1 punto) Supéngase que el valor actual del indice es x = 4 y que estd previsto que
éste experimente un incremento positivo. Justifiquese si el beneficio aumentara
o disminuira.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Julio 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) Nos piden los méximos relativos de la funcién beneficio:
f(z) =2* — 122
flx)=32"-12=0 = 2 =42

f"(-2)=-12<0 = (N) = Maéximo
f'(2)=12>0 = (U) = Minimo

f"(z) =62 = {
Y por tanto el maximo relativo del beneficio se produce para un indice igual a —2
y vale f(—2) = 16 millones de euros.

b) Nos encontramos en el punto de abscisa x = 4 de la funcién beneficio y queremos
saber si la funcién crece o no en ese punto.

f(4)=3-4"-12=36 >0 = el beneficio crecera
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por

23 4+2e* [sixz <0
= 2
/() ,six >0
3+

a) (1 punto) Determinense el dominio de f(x) y estiudiese su continuidad.

0
b) (1 punto) C’a]cfllese/ f(z)dx.
-1

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién B)

Solucion.

2
a) El dominio de fi(x) = x3 + 2¢” es todo R, mientras que el de fy(z) = 5y
x

R — {—3}, pero x = —3 no pertenece al intervalo donde f»(z) ha sido definida.
Por tanto Dom(f) = R.

€s

» Siz <0, f(x) = 2% + 2e” que es continua por ser la suma de dos funciones
continuas (polinomio y exponencial).

2
» Siz >0, f(z) = 35 g Quees continua en R —{—3}, luego es continua cuando
x
x > 0.
» Siz=0
— 3 T\ _
xlir(r)l_ fz) = xlg(l)(x + 2e ) =2
2 2
i s =i () =5
2 2
[ ) O = — = —
1(0) 3+0 3
H%l flz) # Hrél+ f(z) = hay una discontinuidad de salto finito en x = 0.
z—0~ r—r

Por tanto f(z) es continua en R — {0}

0 0 4

0 [ swar= [ rae)ar= v —oen- (Frae) -

7
1

QN
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que
P(A)=04 & P(B)=06 & P(AUB)=038
Calctilese:
a) (1 punto) P(AN B)
b) (1 punto) P(m | A)

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién B)

Solucion.

a) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
— P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) =04+ 0.6—08=0.2
P((AUB)NA)  P((ANB)NA) 0

b) P(AUB | 4) = P(A) - P(A) “ga Y
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Una empresa quiere lanzar un producto al mercado. Por ello desea estimar la
proporcion de individuos, P, que estarian dispuestos a comprarlo.

a) (1 punto) Asumiendo que la proporcién poblacional es P = 0.5, determinese
el tamano minimo necesario de una muestra de individuos para garantizar que,
con una confianza del 95%, el margen de error en la estimacién no supere el

3% (£3%).

b) (1 punto) Se tomé una muestra aleatoria simple de 450 individuos de los cuales
90 afirmaron que comprarian el producto. Obténgase un intervalo de confianza
del 90 % para la proporcion de individuos que estarian dispuestos a comprar el
producto.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2018 - Opcién B)

Solucion.

a

b) p =

El intervalo de confianza para una proporcién es el siguiente:

I1.C.(p) = (p — E;p+ E), siendo el error E = za, b4
) Hallar el minimo n de tal forma que £ < 0.03, siendo 1 —a=0.95y p = 0.5

l1-a=09 = a=005 = 22=0.025 = 1-22=0975 = 2z, = 1.96

b G 0.5-0.5
E <003 = 252 <003 = 1.96/ <0.03
n n

— 0> (19605)" — 1067.11 y por tanto [ n = 1068

90
450
l—a=09 = a=01 — h=005 — 1—25=095 — 2., = 1.645

0.2-0.8
E=zay- |l =1645- o = 0081
n

[.C.go%(p) = (ﬁ — E,ﬁ —+ E) — [.C.go%(p) = (0169, 0231)

=02 = j=1-p=038
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Curso 2018/19

Modelo 2019
OpPcIiON A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices:

2
A=11
3

W w w

5
6 y B =
m

S = =
[
— = O

donde m es un parametro real.
a) (1 punto) Determinense los valores de m para los que la matriz A es invertible.

b) (1 punto) Considérese la ecuacion matricial A- X = A- B+ B. Param = 5,
exprésese X en funcion de A y B y calciilese la matriz X .

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién A)

Solucion.

a) Para que una matriz sea invertible su determinante ha de ser distinto de cero.

Al =3m —12#0 = m#4
2 35
b) Para m = 5 la matrizes A= | 1 3 6 [ y su determinante, sustituyendo en la
3 35
expresion del apartado a), es |[A| =3-5—-12=3
Vamos a resolver la ecuacién matricial:
A-X=A-B+B —= A ' AX=A"1(A-B+B)
I

X=A'"4A-B+A'!'. B = | X=B+ A~'. B |Hallamos la matriz inversa de A
I

231



Curso 2018/19

por el método de los adjuntos.

-3 13 —6 ] ] -3 0
AdjA=| 0 -5 3 | = A*lzmAdj AT:§. 13 =5
3 =7 3 -6 3
De esta forma tenemos que

110 1 -3 0 3 11
X=B+A1'B=[101 Tl 18 5 T 10
0 01 -6 3 3 0 0

110 ] -3 -3 3 0 0 1

=110 1|+ 3 8 13 —12 | =| 3 13/3 -3

0 0 1 -3 —6 6 -1 -2 3

3
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
—2r+3y<4; 20+4+y>4; 20—y<A4
a) (1 punto) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) =
0.5z + %y en S, indicando los puntos de la region en los cuales se alcanzan dichos
valores maximo y minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién A)

Solucion.

s Funcién objetivo

1
f(z,y) =0.50 + Y

= Restricciones Escribimos las restricciones del problema y los puntos necesarios
para su representacion

D —2r+3y<4 —(0,43) & (-2,0)

@2zr+y>4 —(0,4) & (2,0)
@2—y<i 5 (0,-4) & (2,0)
= Regidon factible Represen- \y
tamos la regién factible y A _
calculamos los vértices de la e
misma
3
s Optimizacién de la
fucién objetivo Eva-
luamos la funcién objetivo en z B (1.2) 2z—y=4
cada vértice
e
Punto | = | y | f(z,y) | 2wty =4
A 210 1
B 112 /6 A:(2,0)
C 4 4 10/3 0 1 3 4

Luego la funcién objetivo tiene un minimo en A(2,0), que vale 1 y un mdximo en
C(4,4) que vale 10/3,
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

x?—1

)=

a) (1 punto) Calciilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el
punto de abscisa x = 0.

b) (1 punto) Calciilense sus asintotas verticales y horizontales, si las tuviese.

(Madrid - Matemaéaticas CCSS - Modelo 2019 - Opcién A)

Solucion.

a) El punto de tangencia es
zo =0=yo = f(zo) = f(0) =1/2

2z (P4 —2)—(2*—1)- 2z +1)
N (2% + 2 - 2)?

m, = ['(x0) = ['(0) = 1/ o]

-
-
-
.-

-
-
-
-
-

f'(x)

7“E?J—yozmr'(93—550)

1 1

r=v—4y+2=0

-2

) ) 2 —1 00
b) = A.Horizontal y = ll)rin e [] =1=AH eny=1
x oo xr — (0 @]

» A. Vertical Hallamos las raices del denominador: 2> + 2 —2 =0 — z =

{_27 1}

lim 73;2_1 = i = 400
g =[] = (Tl
T——2 0 i 2 —1 3
lin s [
o lim f(z) = {O} = lim (x—i—l)-M: me—l-l _2
Por tanto solo habra A. Vertical en x = —2. En x = 1 lo que tendremos sera
un "agujero”, pues el punto no pertenece al dominio de definiciéon de la funcién
f(z).
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En una determinada sede de la EVAU hay un 45 % de alumnos de la modalidad de
Ciencias y un 40 % de Ciencias Sociales. Todos los alumnos de Ciencias Sociales hacen
el examen de Matemaéticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II (MACCSSII). De los
alumnos de Ciencias de esa sede, un 5% va a realizar el examen MACCSSII. En esa
sede ningiin alumno del resto de modalidades se examina de MACCSSII. Se toma a
un alumno al azar de esa sede. Calctilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) Se examine de MACCSSII.

b) (1 punto) Sabiendo que se examina de MACCSS sea un alumno de la modalidad
de Ciencias.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién A)

Solucion.

C = “El alumno es de Ciencias” S = “El alumno es de Ciencias Sociales”
R = “El alumno es de otra modalidad” M = “El alumno se examina de MACCSSII”

)=P((CNM)U(SNM)U(RNM))
P(CN M)+ P(SN M)+ P(RNM)
P(C)-P(M | C)+ P(S)- P(M | S)
(

R)-P(M | R) = 0.45-0.05
4-140.15-0 = 0.4225

P(CNM) P(C)-P(M|C)

0 @ PRI =50 =T R
0.45-0.05

e
i~
&
Q
; 2 o
>
o
o
bt
|| ||

P
0.

E
E\H
@G
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Una plataforma de television quiere lanzar un nuevo paquete de contenidos de
pago. Por ello desea estimar la proporcion de clientes, P, que estarian dispuestos a
contratarlo.

a) (1 punto) Asumiendo que la proporcién poblacional es P = 0.5, Determinese
el tamano minimo necesario de una muestra de individuos para garantizar que,
con una confianza del 95 %, el margen de error en la estimacion no supere el 2%

(£2%).

b) (1 punto) Se tomé una muestra aleatoria simple de 500 clientes de los cuales
85 afirmaron que contratarian el paquete. Obténgase un intervalo de confianza
del 90 % para la proporcion de individuos que estarian dispuestos a contratar el
paquete.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién A)

Solucion.

Hay que darse cuenta de que estamos manejando proporciones, por lo que la férmula
del intervalo de confianza es la siguiente:
o s : _ p-q
I.C.(p) = (p— E;p+ E), siendo el error E = 2o, - | ——
n

a) Hallar el minimo n de tal forma que £ < 0.02, siendo 1 — a = 0.95

1—a =095 = a =005 = op=0.025 = l-ak=0975 =22 > =196

0.5-0.5
E <002 = 2, /22 <002 = 1.96- < 0.02
n n
1.96 - 0.5\2
= n > (002> = 2401 y por tanto | n = 2401 encuestados
b) A—ﬁ—ow — G§=1—-p=0.83
P= 500 " ¢a=1=pr="5

l—a=09 = a=010 = a5 =005 = 1—op =095 - —1.645

W, 0.17 - 0.83
E=zuy /2L = 1645 ’/7500 — 0.0276
n

I.C.go%(p) = (]3 — E7) — I.C.go%(p) = (01424, 01976)
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Modelo 2019
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

6z +2y+ 2z =
rT+3y+z = 2
Sr—y+az = —1

a) (1 punto) Disctitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién B)

Solucién.
6 111
|
a) AJA*=11 3 112 = |A|=16a=0 = a=0
|
5 —1 a:—l

» Sia#0 |Al#0 = ran(4) = 3 = ran(A*) = n° incog. Boudes SISTEMA

COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

6 2 111
e Sia=0 = A/A*=|1 3 112
5 —1 01-1
|Al =0 = ran(A) < 3 y como 2 #0 = ran(A) =2
6 2 1
1 3 2 |=0= ran(4") =2
5 —1 -1

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incog. Bouh, SisT. COMP. INDET. (0o solucio-

nes)

b) Como para a = 0 estamos ante un S.C.I. solamente vamos a resolver las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero encontrado en la discusion.

A/A*:621:1~ N131:2N
13 112 6 2 111

_5A o _ 21-11)
Lo 1 =sr+3- 124 0=2 = | 7 16

~ . = —16y—5A=-9 =| y=12 AeR
0 —16 —51—11

F1 < F2
Fy —6F)

16

o
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la funcion real de variable real:

20 +a six<-—1
fx) = 2242 .
e six>—1

a) (1 punto) Determinese el valor del pardametro a € R para el cual f(zr) es una
funcion continua en x = —1.

b) (1 punto) Haéllese el area de la region limitada por el eje de abscisas, las rectas
r=0yx=1y lagrifica de f(z).

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién B)

Solucién.

a) Estudiamos la continuidad de f(x) en z = —1

e lim f(z)= lim 2x+a=a—2

Tz——1" T——1"
o lim f(z)= lim ¥ =1 —= a—2=1 = |a=3
z——1*t z——1

° f(_1> — €2~(—1)+2 — 60 -1

b) Entre las rectas x = 0 y z = 1, la funcién f(x) = €2*~2. Calculamos los puntos de
corte de la funcién con el eje de abscisas:

2z

y=0 = > ?=0 = 3 puntos de corte con eje X

Por tanto se define un tnico intervalo de integracion A; = (0,1)

60

1 1
A = / f(x)de = / e* 2 dx
0 0

1/t 1
_ 2 2z+2 de = = 290—1—2}
B /0 e T 26

2

50
1

40
0

— %(62 _ 1) 30
Area = |A4| = 622<62—1)’ B
62 10

= 5(62—1) u? ~ 23,6 u’
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:

r—1
2 +1

fx) =

a) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (1 punto) Calciilense sus maximos y minimos locales, si los tuviese.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién B)

Solucion.

a) Para estudiar la monotonia de la funcién hallamos los puntos singulares y el signo
de f'(z).
P+ l—-(z—1)-22 —aP4+2z+1

f'(x) 1) =@ =0 = r=1++2
(00, 1=v2) | (1-v2,14V2) | (142, +00)
Signo f'(z) - + i}
Decreciente Creciente Decreciente
f(z)
N\ S hV

Luego la funcién f(x) es decreciente en (—oo, 1—+2)U (142, +oo) y creciente

en (1—\/5,1+\/§).

1++2
9

b) La funcién f(z) tiene un minimo local en (1 —V2, -

en <1+\/§, _1+\/§>.

2

) y un mdazrimo local
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se escoge al azar un cliente de un determinado hotel de la costa espanola. Se
sabe que la probabilidad de que sea espanol es 0.2. La probabilidad de que, siendo
extranjero, sea hombre es 0.45. Finalmente la probabilidad de que sea una mujer
espaniola es 0.1. calcilese la probabilidad de que:

a) (1 punto) Conocido que es espaniol, sea un hombre.

b) (1 punto) Sea una mujer.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

H = “El cliente es hombre”
M = “Fl cliente es mujer”

E = “El cliente es espanol”

—®
0.2 05 -
/ @ — P(H|E)=1-05=05

M) =P((ENM)U(ENM))

“ 045 @ — P(EN M)+ P(EN M)
. = P(E)-P(M | E)+P(E)-P(M | E)
: @ —0.2-0.5+0.8-0.55 = 0.54
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El contenido en azicares, medido en kilogramos (kg), de los botes de 1 kg de
miel natural del Valle de Valdeén se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p kg y desviacion tipica o = 0.1 kg.

a) (1 punto) Determinese el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimcion de j sea menor que
0.025 kg, con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Sabiendo que p = 0.7 kg, calciilese la probabilidad de que al tomar
una muestra aleatoria simple de tamano 20, la media del contenido en azicares
de esos botes sea menor que 0.65 kg.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2019 - Opcién B)

Solucion.

Llamamos X = ”"Contenido en azticares en los botes de miel (kg)”

a) Hallar el minimo n de tal forma que £ < 0.025, siendo 1 — a = 0.95

1-a=095 = a=005 = o2=0025 = 1—ah=0975 =2 2, = 1.96
o 0.1 0.1 \?
E =z ——=196-—= < 0.025 —> >(1.96-> —61.46 —> | n =62
“r Nk "= 0.025 1

. =2 (01
b)  X: N(0.7,01) =2 X.N(O.?,\/2_0—0.022>

P(X < 0.65) = P(Z < 065_07) _ P(Z < —224) = P(Z > 2.24)

= 0.022
—1—P(Z<227)=1-0.9875 = 0.0125
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Junio 2019
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las siguientes matrices

k1 2 1 01 1 1
A=|1 4 3 |, B=(010|[yC=|0 -1
0 0 7 4 0 3 1 0

a) (1 punto) Obténgase el valor de la constante k para que el determinante de la
matriz A — 2B sea nulo.

b) (1 punto) Determinese si las matrices C' y (C'T - C), donde C" denota la matriz
traspuesta de C', son invertibles. En caso afirmativo calctilense las inversas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A)

Solucion.

a) Hallamos |A — 2B| y vemos para qué valor de k se anula.

k1 2 1 01 k—2 1 0
A-2B=|1 4 3 |-2] 01 0 (= 1 2 3
0 07 4 0 3 -8 01

A—2B]=2-(k—2)—24+0—(0+1+0)=2k—-29=0 = | k=29/2

b) Para que una matriz tenga inversa ha de ser cuadrada y tener determinante no nulo.
Como Cyyy = O

1 0 1 Lo 2 1
cl.C= o -1 ]=

1 -1 0 - 1 2
21
1 2

o 12— (23 13
(cT-c) _3(_1 2)_(—1/3 2/3)

T 0] = =340 = 3(CT-C)"
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Una voluntaria quiere preparar helado artesano y horchata de auténtica chufa para
un rastrillo solidario. La elaboracion de cada litro de helado lleva 1 hora de trabajo y
la elaboracion de un litro de horchata 2 horas.
Como la horchata no necesita leche, sabe que puede preparar hasta 15 litros de helado
con la leche que tiene.
Para que haya suficiente para todos los asistentes tiene que preparar al menos 10 litros
entre helado y horchata, en un maximo de 20 horas.

a) (1 punto) Represéntese la region del plano determinada por las restricciones
anteriores.

b) (1 punto) Si el beneficio por litro es de 25 euros para el helado y 12 euros para la
horchata, obténgase la cantidad de cada producto que se debera preparar para
maximizar el beneficio y calciilese el beneficio maximo que podria obtenerse.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A)

Solucion.
Helado | Horchata | Restriccion
h trabajo/litro 1 2 < 20
<15
» Incognitas x = “litros de helado”

y = “litros de horchata”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion
Ox+y>10 —(0,10) & (10,0)
@x+2y<20 — (0,10) & (20,0)
B x <15 — (15,0)
z,y 20

» Funcién objetivo f(z) =25z + 12y

» Regidn factible Representamos la
region y calculamos los vértices. d

» Optimizacién de F.0.  Evaluamos
f(z,y) en cada vértice

Punto | = | v | f(z,y)

A 10 0 250 C(15,2.5)
B 0 | 10 120

C |15[25]| 405 ; : A(m,‘d\ ¥0015.0) T
D 151 0 375

Por tanto el mdzimo beneficio se produce en el punto C(15,2.5) y vale 405 euros.

e}
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Ejercicio 3 (2 puntos)

La derivada de una funcién real de variable real, f(x), viene dada por la expresion:
fl(x) =22* —42 — 6

a) (1 punto) Obténgase la expresion de la funcién f(x) sabiendo que pasa por el
punto (0, 3).

b) (1 punto) Determinense los extremos relativos de la funcién f(x) indicando si
corresponden a maximos o minimos relativos y estidiese la concavidad y conve-
xidad de esta funcion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A)

Solucion.

a) f(x):/f’(x)dx:/(2x2—4x—6)da::§x3—2x2—6x+k

0,3) € f(z) = f(0)=3 = k=3 = f(x):§x3—2x2—6x+3

b) Hallamos los puntos singulares
fl(z)=22>-42—-6=0 = rz=—-1yx=3
Fr) = e — 4 — f"(-1)=-8<0 =(N)= Méx}mo en (—1,19/3)
f'(3)=8>0 = (U) = Minimo en (3, —15)
Siz<1l= f"(z) <0 D Concava

@) =4z —4=0E5 =1 = o
Siz>1= f"(x) >0 == Convexa
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que
P(A)=06, P(B)=08 y P(ANnB)=0.1

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que ocurra el suceso A si no ha ocurrido
el suceso B y determinese si los sucesos A y B son independientes. B denota el
complementario del suceso B.

b) (1 punto) Obténgase la probabilidad de que ocurra alguno de los dos sucesos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A)

Solucion.

—. P(AnB) P(ANB) 01
Y PR = P(B) 1-P(B) 1-08
P(A)-P(B)=0.6-(1—0.8) =0.12

)
Como P(AN B) # P(A)- P(B) = los sucesos A y B no son independientes

=0.5

b) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
P(ANB) = P(A)— P(ANB) = P(ANB) = P(A)— P(ANB) = 0.6—0.1 = 0.5
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0.6+ 0.8 — 0.5 = 0.9
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EI precio mensual de las clases de Pilates en una region se puede aproximar me-
diante una variable aleatoria con distribucion normal de media p euros y varianza 49
euros?.

a) (1 punto) Seleccionada una muestra aleatoria simple de 64 centros en los que
se imparte este tipo de clases, el precio medio mensual observado fue de 34
euros. Obténgase un intervalo de confianza al 99.2 % para estimar el precio medio
mensual u, de las clases de Pilates.

b) (1 punto) Determinese el tamaio muestral minimo que deberia tener una muestra
aleatoria simple para que el error maximo cometido en la estimacién de la media
sea como mucho de 3 euros, con una confianza del 95 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A)

Solucion.

Nos dicen que la varianza 0> =49 = o =17

a) X : N(u,7) ﬂx:N(u, \/76_4> = N(p,0.875)

l—a=0992 12 -, =265 & T=34
o 7
=265 —— = 2.32
NG V64
[.C.ggg%(ﬂ) = (T - E, x + E) - [ngg%(ﬂ)(3168, 3632)

E:Za/g'

b) n =7 & 1—a=95% & E <3

1—a =095 222 -, —1.96

1.96 - 7\?2
( ) = 20.92 = | n = 21 centros

7
E =z —— =196 — <3 = n>

v v
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Junio 2019
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente de un parametro
real m:
—r+y+z=0
r+my—z=0
r—y—mz=0
a) (1 punto) Determinese los valores del pardmetro real m para que el sistema tenga
soluciones diferentes a la solucién trivial vt =y = z = 0.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema para m = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B)

Solucién.

Escribimos el sistema en forma matricial:

1 1 1.0
I

A/JA* = 1 m —-1.10
I

1 -1 —m10

a) Los sistemas homogéneos son siempre compatibles, pues tienen al menos la solucién
trivial. Para tener soluciones distintas de la trivial el sistema ha de ser COMPATIBLE
INDETERMINADO, lo que implica que ranA < 3, es decir que |A| = 0.

Al=m*-1=0 = m={-1,1}
Sim = {—1,1} el sistema es SCI (infinitas soluciones).

b) Resolvemos el sistema cuando m = 1 por el método de Gauss.

1 1 110 11110
| |

A/A*: 1 1 —110 ~ F2+F1 ~ 0 2 010
I I

1 -1 —1:0 s+ Fy 0 0 010

= —12+0+A=0 = =| =2
=2y=0 = = y=0 , AeR
=z=)\ = =] z=A
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real:

8
2 +4

fx) =

a) (1 punto) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y
obténganse sus asintotas verticales y horizontales, si las tuviese.

b) (1 punto) Obténgase la ecuacién de la recta tangente a la grafica en el punto de
abscisa v = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B)

Solucion.

a) Para estudiar la monotonia de la funcién halla-
mos los puntos singulares y el signo de f'(x).

, =16z .
f(fﬁ)—m—()ﬁx—o signo A

f(z) |
fl(x) >0Ve <0 Creciente
f'(x) <0Vax >0 Dereciente

= A. Vertical 22 +4=0= 2 =4+/—4 — P Asintota Vertical

8 8
» A.Horizontal y = $1_1>ri100f(x) = o — [oo] =0
b) El punto de tangencia es
To =2 = yo = f(20) = f(2) =1
—16x
!
)= —>5
1
my, = f/<£L'0) = f/<2) = _5 \ B: (2, 1)
r=y—yo=m, (T — 2)
1
T:y—l:—§(x_2) i} .

248 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2018/19

Ejercicio 3 (2 puntos)

La funcién real de variable real, f(x), se define segiin la siguiente expresion:

e +k siz<0

fz) = 1—1352 si0<x<3

€r —

six >3

a) (1 punto) Analicese la continuidad de la funcién en todo su dominio seguin los
valores del parametro k.

b) (1 punto) Considerando k = 0, obténgase el area del recinto acotado delimitado
por la funcién f(z), el eje de abscisas y las rectas x = —1 y x = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B)

Solucioén.
a) Tenemos que estudiar la continuidad de f(z) en todo R.

» Siz <0, f(xr) = e + k que es continua por ser la suma de dos funciones
continuas (exponencial y constante).

» Si0<z<3, f(x) =1— 22 que es continua por ser un polinomio.

1
» Siz >3, f(x) = g Quees continua en R— {3}, luego es continua en z > 3.
x —

» Siz=0
¢ lim () = lim(e + k) = 14k
, Y AN
. mli>1(1)1+f(x)—£%<1 x)—l

e f(0)=€e"+k=1+k
Luegosil4+ k=1 = k =0, la funcién f(x) es continua en = = 0. Por el
contrario, si k # 0 hay una discontinuidad de salto finito en x = 0.

» Siz=3
, RT; o2\
. JL%Ef(f")—}ﬂ}j(l a:)— 8
. . LN 4
* i f(@) _alcl%(a:—3> - M -

e f(3) =1-32 = —8 Luego en z = 3 hay una discontinuidad de salto infinito

-
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b) Dividimos el area en dos recintos: A;(—1,0) y A5(0.1)
e” no se anula en A; y 1 — 2 tampoco se anula en Ay, de esta forma tenemos:

0 0
Alz/ f(x)dx:/ Cdr=¢"", =" —el=1-=

1 _1
1 1 371 1 9
Ay = f(.l’)dx:/l—xﬂdx:m_‘r] :<1_)_0:
0 0 3 0 3
1 2

5 1
Area = |A)| + Ay =1— -+ == — = =1.299 v?
e 3 3 e

Ejercicio 4 (2 puntos)

De un estudio realizado en una region, se deduce que la probabilidad de que un
nino de primaria juegue con consolas de videojuegos mas tiempo del recomendado por
los especialistas es 0.60. Entre estos ninos, la probabilidad de fracaso escolar se eleva
a 0.30 mientras que, si no juegan mas tiempo del recomendado, la probabilidad de
fracaso escolar es 0.15. Seleccionado un nino al azar de esta region,

a) (1 punto) Obténgase la probabilidad de que tenga fracaso escolar.

b) (1 punto) Si tiene fracaso escolar, determinese cudl es la probabilidad de que no
juegue con estas consolas mas tiempo del recomendado.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

J = “El nino juega méas de lo recomendado”

F = “El nino tiene fracaso escolar”

0.3
@ = P((JNF)U JmF)

)= P((
—P(JNF)+P(INF)

P(J

0.6 -

0.6 0.7
/ @ = P(J)-P(F|J)+P(J)-P(FN7J)

0.34+0.4-0.15=0.24

0.4 0.15 @ _ - _
b) P(7| F) = P(J;f(f;)F) _ P(J)PZE)F /)

0.85 — 0.4-0.15
P Fy)=—— =02

250 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2018/19

Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso de las mochilas escolares de los ninos de 5° y 6° de primaria, medido en
kilogramos, puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucion normal de
media p kilogramos y desviacion tipica o = 1.5 kilogramos.

a) (1 punto) En un estudio se tomé una muestra aleatoria simple de dichas mochilas
escolares y se estimé el peso medio utilizando un intervalo de confianza del 95 %.
La amplitud de este intervalo resulté ser 0.49 kilogramos.

Obténgase el niimero de mochilas seleccionadas en la muestra.

b) (1 punto) Supéngase que u = 6 kilogramos. Seleccionada una muestra aleatoria
simple de 225 mochilas escolares calciilese la probabilidad de que el peso medio
muestral supere los 5.75 kilogramos, que es la cantidad maxima recomendada
para los escolares de estos cursos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B)

Solucion.

a) X : N(;:1,5) “=5 1.C. de amplitud 2E = 0.49

Tabla

l1—-a =095 = a=005 = 22 =0.025 = 1-2/2=0.975 — 2., = 1.96
o 0.49 1.5 1.96 - 1.5\ 2 )
E:ZQ/Q'% — 72196ﬁ > N = (0245> = n:144 mOChllaS
b) X : N(6;1.5) =22 X N 6 > = N(6;0.1)
: 1. : N 0.

2.75 — 6

P(X > 5.75) = P<Z > 2

):pwz—zwzpwgzmzaww
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Junio 2019 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R:

r+2y+(a+2)z=1
r+y+az=0
(a—Dzx+2z=a+1
a) (1 punto) Disctitase el sistema para los diferentes valores de a.

b) (1 punto) Resuélvase para a = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz
de coeficientes A.

1 2 a+21 1
| =
AJA* = 1 1 a 1 0 :>|A|:a2—3a:O:>{a
| f—
a—1 0 2 1ra+1 ¢

= Sia # {07 3} |A| #0 = ran(A) =3 = ran(A*) = n? incog. :;RO“Che
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 2 211
|

s Sia=0= A/A*=| 1 1 010
|

10 211

|Al =0 = ran(A) < 3 y como

2
) |7é0 = ran(A4) =2

1 21
1 1 0[|=0= ran(4*) =2
-1 01

: Rouch
ran(A) = 2 = ran(A4*) # n° incog. ==== SISTEMA COMPATIBLE INDETER-

MINADO (Infinitas soluciones)

1 2 511
I

s Sia=3 = A/A"=| 11 3:0
|

2 0 214

|A] =0 = ran(A4) < 3y como

2
1|7r£() = ran(A4) =2

1 2
11 =—6#0 = ran(A*) =3
2 0

=~ O
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ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S1gTEMA INCOMPATIBLE (3 solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss.

12 411 1 2 411
Ajd =11 20|~ B-FR|~|0 -1 2121 |~
10213 F—F 0 -2 —21 2 Fy — 2F,
1 2 411\ =242-(-3)+4-2=1 =| 2=-1
~lo0 -1 =211 | =>—y—2.2=21 = | y=-3
00 214 ) =24 ~| -9

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se consideran las funciones reales de variable real

xt ax 1
= —+35 20 & =
/(@) g o 9(@) x2—|—1+(1+x)2

a) (1 punto) Héllese el punto en el que la recta tangente a la gréfica de f(x) tiene
pendiente —3 y determinese la ecuacion de esta recta tangente.

b) (1 punto) Calcilese el valor de a € R, a > 0, para que el drea de la regién
acotada del plano delimitada por la grafica de g, las rectas xt =0y x =1 y el
eje OX sea igual a 2 u®.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) Sea P(xo, o) el punto de tangencia.
fl(x)=2°+5
m, = f'(zy) = —-3=ap+5
= x=-2 = y=[f(-2)=14

P(—2,14)

r=y—yo=m,-(xr—x)
r=y—14= -3 (z+2)

r=y=-3r+8

b) Hallamos los puntos de corte de la funcién g(z) y el eje OX.

ax 1
g(x) = 21 + 1+ 2) =0 = 7 Pto. corte en (0, 1)

ax
2+ 1

< 0.

Esto es debido a que 5 > 0y para que la suma sea cero

1
(L+2)?

>0
Como a2 = x < 0. Por lo que en el intervalo (0,1) no habra puntos
r+1>0
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de corte.
Tenemos por tanto un tnico recinto de intetracién A; = (0.1).

A—/l(d)—/l LN S A / da
PE g T et (1+x) TTA x2+1

1 a 1 a 1 a 0
= Tnfa? 41| - :(12—)— T — 1
+/ ) 2n‘x+‘ Tale \2 4T3 (2 >
1 In2+1
71n2 S _amers +
2 2
aln2+1 aln2 +1 3
A =|A4| = = =2 = = — ~433
rea = |4 2 ‘ 2 T2

I
|
1
|
:
1
I 1
1

} |

-5 -4 -3 - om0 1 2 3 4 5 6 7 8

I
I _1
|

Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcion real de variable real:

1'2

f(x):z2—4x+3

a) (1 punto) Determinese el dominio y las asintotas de f(z).

b) (1 punto) Obténganse los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

(Madrid - Mateméticas CCSS - Junio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) Las rafces del denominador son: 22 —4x +3 =0 = =z = {1, 3} por lo que el

dominio de la funcién sera: Dom(f) = R — {0, 3}.

m A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denomina-

dor. L
LI A
JE?J( ) = :%: =%
i T
A fo) = |ge) = vee
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2

1

= A.Horizontal y = 11)1;1 ﬁ: [OO} :I:1:>A.H. eny=1
x oo x4 — 4x (0.9

b) Hallamos los puntos singulares y los representamos en la recta real junto con las
asintotas verticales:

2z (2 —da+3)—a? (2w —4) 2% — 8a® + 62 — 207 4 4a?

f'@) (22 — 4z + 3)? (2% — 4z + 3)?
_ —4x? 46 :—4x-(x—3/2):0 {—4x:O:>x:0
(22 —4x +3)%2 (2% — 4z + 3)? x—=3h=0 = z=3)
(00,00 | (01) [ (1L3) | (/23 | (3,+oc)
Signo f'(z) - + + - -
(@) Decreciente | Creciente | Creciente | Decreciente | Decreciente
N\ / / \ N\

La funcién f(z) es creciente en (0.1) U (1,3/2) y decreciente en (—o0,0) U (3/2,3) U
(3,400), y tiene un minimo relativo en (0,0) y un mdzimo relativo en (3/2, —3).

Min(0,0) 2

-10 -8 -5 = -2 0
-2

-4

-6
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En una panaderia se elabora pan de dos tipos: blanco y cereales. Uno de cada tres
panes es de cereales. Un pan blanco tiene la misma probabilidad de estar elaborado
con masa congelada que con masa fresca, mientras que la probabilidad de que un pan
de cereales se elabore con masa fresca es de 0.6. Se elige un pan al azar. Determinese

la probabilidad de que:
a) (1 punto) Esté elaborado con masa fresca.

b) (1 punto) Sea de cereales sabiendo que esta elaborado con masa congelada.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Junio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.
B = “El pan es blanco” C = “El pan es de cereales”
MC = “El pan es de masa congelada” MF = “El pan es de masa fresca”

(BNMF)+P(CNMF)

1y @ a) P(MF)ZP((BQMF)U(C’HMFD

P
" e y — P(B)-P(MF | B)+P(C)-P(MF | C)
2 1 1
/ @ — 5t 06053

) _ P(CNnMC)
/3 0.4 @ b) P(C | MC)= = ie
_ P(C)-P(MC|C)
0.6 @ 11— P(MF)

1/3-0.4
= = 0.286
1-0.53

256
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo que dura una sesién de rehabilitacién de hombro, en minutos (min), se
puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucion normal de media p y
desviacion tipica o = 10 min.

a) (1 punto) Determinese el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de p sea menor que
5 min, con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Supéngase que p = 40 min. Calciilese el tamano que debe tener una
muestra aleatoria simple para que P(X < 38) = 0.1587.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) X :M(p,10) & n=? & E<5 & 1—-a=09
l—a =095 = a=005 = ok =002 = l—ak=0975 2% -, =1.96

5 102
E:za/z';ﬁzl.96'\/ﬁ<5 = n><1.96-5> =1536 = |n=16

n=? x> . E
b) X.N(40,5)—>X.N<4o, \/ﬁ>

—1 —P(Z < ‘éﬁ) =0.1587 = P<Z < ?) = 0.8413

=100 = /n=5 = |n=25
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Junio 2019 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considérense las matrices A, B y C' siguientes, donde a, b, ¢ € R.

) a0
a) (1 punto) Determinense los valores de a, b y ¢ para que se verifique
C-A=B-C y |C|=2
Nota: |C| es el determinante de la matriz C.
b) (1 punto) Calctilese, para los valoresa=b=c=1,C7'-B.C y B%.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.

a) C-A=B-C & |C|=2
C A—B.C — -2 a _ -3 -3 _ 0 0 ' -2 a
b ¢ 2 2 0 -1 b ¢

6+2a=0 — |a=-3
6+ 2a 6 + 2a B 0O O N - b ;
3b4+2 —3b+2 )\ —b —c T hLe=—b = b=c

—3b+2c=—¢c = b=c

IC] =2 = —20—ab:2%>—2b+3b:2 — | b=c=2
—2 1

);wc!:—s:m—l:_l.(l ‘1)

1 3\ -1 —2
C‘I-B-C——l- 1 -1\ (0o 0 ) [-21
3 -1 -2 0 —1 1 1

1 (o1 -2 1) 1 (11

3 1o 2 1 1] 3 \22

B:(o 0) N BQZB‘B:(O 0).<0 0):

0 —1 0 —1 0 —1

B _ BB 00\ (00} (00

0 —1 0 1 0 —

1
B”:{_B si m es par :>Bmoz—B:(

B si n es impar

b) Paraa:b:c:1:>0:(

o
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Para el mantenimiento de las piscinas de cierto hotel se quiere utilizar cloro de
disolucién lenta C'L y cloro estabilizado (CE). El hotel quiere que la cantidad de cloro
que se use en la temporada de verano, sea como mucho 500 kg y la cantidad de cloro
de disolucién lenta sea mayor que la cantidad de cloro estabilizado al menos en 100
kg. No podran utilizarse mas de 350 kg de cloro de disolucién lenta ni menos de 100
kg de cloro estabilizado. Cada kg de cloro de disolucién lenta cuesta 30 euros, mientas
que cada kg de cloro estabilizado cuesta el doble.

a) (1 punto) Represéntese la regiéon del plano determinada por las restricciones
anteriores.

b) (1 punto) Se desea que el gasto, respetando las caracteristicas anteriores, sea el
minimo posible. Determinense las cantidades de cloro de cada tipo que deben
usarse para minimizar los costes. Obténgase el valor del coste minimo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

» Incognitas x = “Kg de cloro de disolucién lenta (CL)”
y = “Kg de cloro estabilizado (CE)”

= Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion

D x+y <500 — (0,500) & (500,0)
@ x>y+100 — (0,100) & (300,400)
3 x < 350 — (350, 0)

@ y > 100 — (0,100)

z,y >0

» Funcién objetivo: Coste del cloro. f(z,y) = 30z + 60y

= Regidon factible Representamos la y
region y calculamos los vértices.

200 : (300, 200)

s Optimizacién de F.O. Evaluamos

f(z,y) en cada vértice C: (350, 150)

y =100 \

Punto | =z | y | f(z,y) h200.100) | D: (350,100)

A 200 | 100 | 12000
B 300 | 200 | 21000
C 350 | 150 | 19500
D 350 | 100 | 16500 -0

x =y -+ 100

X,

omm\

Por tanto el coste minimo es de 12000 euros y se produce con un consumo de 200 kg de
cloro de disolucié lenta (CL) y 100 kg de cloro estabilizado (CE).

N
g
g
]

8

Il

o8

o

S @

o
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

3

fz) =

2 —a

a) (1 punto) Calciilese el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga tangente
horizontal en x = 3.

b) (1 punto) Héllense las asintotas de f(x) para a = 4.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) m, = f'(zo) = f'(3) =0

'y :3x2-(x2—a)—x3-2x:x4—3ax2:xQ-(xz—i’)a)
@) (22 — a)® (22 — a)? (22 — a)®
9-(9 - 3a)

(9 —a)?

my=f'(3)=0 = —0 = 9-3a=0 = |a=3

. Hallamos las asintotas:

b) Sia=4 = f(x)=

r2 —

s A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador
2 —4=0 = =42

. —8
R RN R e R
) w1i>H—12 22— 4 {0} - —8
B If =|—|=
B e
, 8
e[l
° m -—-—- = |—| =
=2 2 — 4 0 8
1/ = |—| =
Jim 7w =[] = oo
A.Horizontal y= If T ) P 3 AH
= A.Horizontal y= lim (m)_a:—gloox?_zl_ [] =t+o00 = .

= A.Oblicuay=mx+n

f(x) , x3 x3 00
m= lim —* = lim = lim = [} =1
z—too rx—+oo (x2 —4 z—too 13 — A 00
3 , 23 — (23 — 4x)

Luego 4 A.O.eny==x
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tales que:

PAIB)=; & P(BIA)=¢ & P(A)=>

Calctilese:
a) (1 punto) P(EUX).
b) (1 punto) P(Zﬂ B)
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matemaéaticas CCSS - Junio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Antes de empezar vamos a ver qué podemos obtener de las probabilidades condicio-

b) P(An B) :P(B)—P(AQB):;l_

nadas que nos dan

P(AnB) PANB) 1 1
P(B|A)= = = - P(ANB)=—-
A Y 25 g — PUANDB)=3

P(ANB) 1/9 1 4

P(A| B) = = -~ — P(B)= =

(41B) P(B) P(B) 4 (B) 9

Pasamos ahora a hallar lo que nos piden:
1 8

P(BUA) =P(BNA)=1-PANB) =1-5 =

1
3

O =
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Ejercicio 5 (2 puntos)

En la zona centro de una ciudad, el alquiler mensual de los locales comerciales se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media p euros
v desviacion tipica o euros.

a) Suponiendo p = 3000 €, determinese o para que al elegir una muestra aleatoria
simple de tamano 49, la probabilidad de que el alquiler medio mensual de la
muestra supere los 3125 € sea 0.20.

b) Suponiendo una desviacién tipica poblacional igual a 1000 € y el valor de p
desconocido, determinese un intervalo de confianza al 95% para i, basado en
la informacién de una muestra aleatoria simple de 100 locales comerciales en la
que se observé un alquiler mensual medio de 3300 €.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.
a) X : N(3000,0) 222 X A 3000, 2= =2
) ( ) Ui
_ 125 —
P(X > 3125) = P<Z > 353000) = P(Z > 875) =1-P(Z< %) =0.20
o/ o o
875 abla 875
SN P(Z < ) —0.80 =22y 22 - 0.845 = | o = 1035.5
g g
b) X : N(u, 1000) =22 7 = 3300
l—a=095 = a=005 = ak=0.025 = 1—ap=0975 ~2% 5, = 1.96
1000
E =z —— =196 —— =196

vn V100
[.0.95%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — 1.0.95%(/1) == (3104, 3496)

262
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Julio 2019 (Extraordinario)

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
a 2 9
Sean las matrices: A= 1 a 0|, B=]1
1 21 3

a) (1 punto) Calculense los valores de a para los cuales la matriz A no tiene matriz
mversa.

b) (1 punto) Para a = 3, calciilese la matriz inversa de A y resuélvase la ecuacion
matricial A- X = B.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A)

Solucion.

a) Para que una matriz cuadrada A tenga inversa el determinante ha de ser distinto

de cero.
Al =a®+04+4—-(2a+4+0)=a*~2a=a-(a—2)=0 = | a=1{0,2}
3 4 2
b) Para a =3 lamatriz A=| 1 3 0 |, cuya inversa hallaremos por el método de
1 21
los adjuntos.
3 -1 -1
Al=3"-2-3=3 & AdjA=| 0 1 =2
-6 2 5
3 0 —6 1 0 —2
. 1 oo 1
A :WAdJA =3 -1 1 2 = -1/3 1/3 2/3
-1 -2 5 -1/3 —=2/3 5/3
A-X=B = A'"AX=4"'"B =1 X=A"'"B = |X=A"1B
1
1 3 0 -6 9 1 9 3
X:§- -1 1 2 -1 =3 -2 | =1 -2/3
-1 -2 5 3 4 4/3
@)
263
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real f(z) = 2z — 8.

a) (1 punto) Determinese en qué puntos la tangente a la curva y = f(x) es hori-
zontal.

b) (1 punto) Calcilese el area de la region acotada del plano delimitada por la
grafica de f, el eje de abscisas y las rectas x = 0, x = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A)

Solucién.

a) m.= f'(x) =0 = 62> —8=0 = z==4,/4/3
b) Calculamos los puntos de corte de f(z) con el eje OX.

20 —8r =0 = 2r-(2°—4) =0 = 1 ={-2,0,2}

lo que me genera un recinto de integraciéon A; = (0,2). De esta forma:

2 2 224 822 2.24  8.22
A —_/ :/ 2 3— = — = — — f— — — —
1=/ f(z)dx ; (22° — 8z) dx 1 5 L 1 5 0 8

Area = |A;| = |-8] = 8 v

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

I3

fla)={a* =9
-4 siz>3

six <3

a) (1 punto) Estudiese la continuidad de f.

b) (1 punto) Determinese si f tiene asintotas horizontales, verticales u oblicuas.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A)

Solucion.

a) Estudiamos la continuidad de f(z) en todo R.

3
x
9 que es continua en R — {—3, 3}, luego no es continua

= Siz <3 f(z) =
z
en £ = —3 en donde la funcién tiene una asintota vertical.

» Six >3 f(xr)=2?—4 que es continua por ser un polinomio

s Siz=3
, 3 27
» Jim flo) = lm oo = M =
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; 1 24
xligaf(x)—glglg‘;ﬁ 4=5

. f38)=32—4=5

Luego en x = 3 la funcién f(x) tiene una discontinuidad de salto infinito.

De esta forma f(x) es continua en R — {—3, 3}

b) ASINTOTAS VERTICALES: las analizamos en x = +3

i T —27
im =
y _ g @ [=271  Jese3m 22 -9 0+
e Jim f(@) = Jim S5 = | =] = PR
lim = { ] =
z——3T1 T2 — 9 0-
” 3 =27
im = = —00
- lim f(l') — r—3~ ZE2 — 9 0+
r—3
lim 22—4=5
r—3+

AsiNTOTAS HORIZONTALES: No hay asintotas horizontales

3

Ve _ z x _ _
= y= lim f(z) = lim po [} =-—00 = J AH.
_ 7 o , 2 _
. y—whr+n f(m)—xhin v —4=400 = H AH.

ASINTOTAS OBLICUAS:

» Cuando x — —o0 la asintota oblicua es

3

z x z
y= lim —— = lim =+
T——00 T2 — T——00 2 —9

» Cuando z — 400 no hay asintota oblicua pues

m =

TGO 352_4—[00}

r—+oo T—+00 T

= y=x+0"
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Los escolares de un cierto colegio de Madrid fueron encuestados acerca de su ali-
mentacién y de su ejercicio fisico. Una proporcién de 2/5 hacian ejercicio regularmente
v 2/3 siempre desayunaban. Ademads, entre los que siempre desayunan, una proporcion
de 9/25 hacian ejercicio regularmente. Se elige al azar un escolar de ese colegio.

a) (1 punto) ;Es independiente que siempre desayune y que haga ejercicio regular-
mente?

b) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que no siempre desayune y no haga ejer-
cicio regularmente.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

E = El alumno hace ejercicio regularmente

D = El alumno desayuna diariamente

En el enunciado nos dicen que.

2 2 9
P(E) = = P(D) == P(E| D)= 2
m=2 & PD)=3 « PEID)-4
a) Dos sucesos E y D son independientes si P(EN D)= P(E) - P(D).
P(END) 9 9 2 6
PE|D)=———~2=-" — P(END)=—-==—
(E1D) P(D) 25 ( ) 25 3 25
p(E)-PD)=2. 22,0 DyE independient
F 3= 57 on os sucesos D y E no son independientes
b) PIEND)=P(EUD)=1—-P(EUD)=1-[P(FE)+ P(D)— P(EN D)]
2 2 6 62 13
:1_<_|__>—1 =
5 3 25 D75
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Una maquina rellena paquetes de harina. El peso de la harina en cada paquete
se puede aproximar por una distribucion normal de media i y desviacion tipica 25
gramos.

a) (1 punto) Se analiza el peso del contenido de 15 paquetes. La media muestral de
estos pesos resulta ser 560 gramos. Determinese un intervalo de confianza con
un nivel del 95% para la media poblacional.

b) (1 punto) Se sabe que la media poblacional del peso de la harina de un paquete
es 560 gramos. Calctilese la probabilidad de que la media muestral no sea menor
que 565 gramos para una muestra de 50 paquetes.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A)

Solucion.

Sea X = Peso de los paquetes de harina, entonces X : N (p, 25)

a) X :N(1,25) 2 2=560 & 1—a=095
Tabla

l1-a=09 = a=005 = 22=0.025 = 1-22=0.975 — Zap = 1.96
o 25

I.C.g5%(/i) = (T — E,f + E) — 1.0.95%([1,) = (54735, 57265)

50 ~ 25
b X . 2 n=50 X ~Y R — . 4
) X : N(560,25) =2 /\/'(560, \/%> N (560, 3.54)

5653—54560> = P(Z>141)=1- P(Z < 141)

=1-0.9207 = 0.0793

P(X > 565) — P<Z >
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Julio 2019 (Extraordinario)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Un alcalde quiere instalar un estanque rectangular en un parque de la ciudad con
las siguientes caracteristicas.
El estanque debera tener al menos 2 metros de ancho y al menos 5 metros de largo.
Ademas su largo debe ser al menos 2 veces su ancho pero no mas de tres veces su
ancho. Cada metro del ancho del estanque cuesta 1000 euros y cada metro de largo
500 euros. Y se cuenta con un presupuesto de 9000 euros.

a) (1 punto) Determinese la regién del plano delimitada por las restricciones ante-
riores sobre las dimensione del estanque.

b) (1 punto) Si se desea que el estanque, respetando esas caracteristicas, tenga el
mayor ancho posible, determinense el largo del estanque y su coste.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B)

Solucién.
2) REGION FACTIBLE

Dy =>2 — (0,2
@z>5 —  (5,0)

y @ x> 2y —  (0,0) & (2,1)
@ x < 3y —  (0,0) & (3,1)
®z+2y<18 — (18,0) & (0,9)

X z, y>0

La ec. (5) sale de: 1000y + 500z < 9000 = z + 2y < 18

»p
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b) Si queremos la solucién con mayor ancho (ymsx) hemos de coger el punto de la
frontera de la region factible con mayor ordenada. En este caso C(9,4.5), cuyo coste
es de 9000 euros pues se encuentra sobre la recta 5) =z + 2y = 18

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la matriz

3 8 10
A= 2 1 2
4 3
v la matriz B es tal que
3 -1
AB)'=>-10 -1 1
2 -3 -3

a) (1 punto) Calctilese A~

b) (1 punto) Calctilese B~

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B)

Solucién.

a) Hallamos la matriz A~! por el método de los adjuntos.

0 -4 2
|A| =18 +64+60 — (40 + 96 +18) = —12 & AdjA=| —18 —22 23
6 14 —13

, 0 —18 6 0 3/2  —1/2
A‘lzm-AdeT:—E- —4 -22 14 |=| 1/3 11/6 -7/6
2 23 —13 —1/6 —23/12 13/12

Nota: Para hacer la comprobacién tendriamos que ver si A=t - A =1

0 3 -1
b) Sillamamos C=| 0 -1 1
2 -3 -3
1 1
(AB)'=B1'"A'=-.C = B'" A'A=--CA = B '=-.CA
2 —~ 2
0 3 -1 3 8 10 2 0 0 1 0 0
a1 1
B7=5-10 -1 1 21 2 |=5| 2 24 |=[1 12
2 -3 -3 43 6 —12 4 —4 6 2 -2
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) = x® 4+ x? — 5z + 3.

a) (1 punto) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas asi como
los limites de la funcién cuando z tiende a infinito y a menos infinito.

b) (1 punto) Deteminense los valores de = en los que la pendiente de la recta tan-
gente a la funcién es igual a 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B)

Solucién.

a) Corte con OY: 2 =0 = y=3 = (0,3)
Corte con OX: y = 0 = 23+ 22 -52x+3 =10

Ruf fini - {_371} —

= lim f(2)= lim (2*+2* - 50 +3) = —o00

T——00 T——00
[ ] i = i 3 2 — =
Jim f(x) xgglw(x +2° —br+3) =400
T = -2

b) m,=f(r)=3=322+2r-5=3=322+22-8=0=
r=4/3

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos con:
P(A)=03 & PB|A) =04 & P(B|A) =06
. Calciilese:
a) (1 punto) P(A | B)
b) (1 punto) P(A | B)

Nota: S denota al suceso complementario de suceso S

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B)

Solucién.
0 PB4 =TBEA — peaa = P P 4 = 0304 =012
o _ P(BNA) _ P(B)—-PANB) _ P(B)—012 _
P(B|A)= ) P =103 — 0.6

— P(B)=0.6-0.740.12 = 0.54
(AnB) P(BNA) 012

P(B) P(B) = oma 0222

P(A|B) ="
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<17 . PANB) _ PAUB) 1-P(AUB)
DA ="eE S 1opm) - 1-pB)
—[P(A)+P(B)— P(ANnB)] 1—(0.3+0.54—0.12)
1- P(B) = 1= 054 = 0.609

Ejercicio 5 (2 puntos)

Para estudiar el absentismo laboral injustificado, se desea estimar la proporcion de
trabajadores, P, que no acuden a su puesto de trabajo sin justificacion al menos un
dia al ano.

a) (1 punto) Sabiendo que la proporcion poblacional de absentismo laboral injus-
tificado es P = 0.22, determinese el tamano minimo necesario de una muestra
de trabajadores para garantizar que, con una confianza del 99 %, el margen de
error en la estimacién no supera el 4 %.

b) (1 punto) Tomada al azar una muestra de 1000 trabajadores, se encontré que 250
habian faltado injustificadamente a su puesto de trabajo al menos una vez al afio.
Determinese un intervalo de confianza al 95% para la proporcién de individuos
que se ausentan en el trabajo al menos una vez al afio sin ninguna justificacion.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Julio 2019 - Opcién B)

Solucion.

a) p=0.22 & n =" & 1—a=0.99 & € <0.04

1—a—099:$<m—0m,:$1—%#2—0%52@5&W—25%

2
1v/0.22-0.78
€= za/ﬂ/% <004 = n> (za/2 . E{gj) = (2.575 . 004) =711.13

Luego | n = 712 trabajadores

250

b) n = 1000 & p=-—-=025 & 1—a=0.95

1000
1—a =095 — a=005 — =002 — 1—op=0975 2% -, —1.96

0.25 - 0.75
E7::z%@-\;ﬁ:: 196y | = = 0.0268

[.C.g5%<u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.g5%(/.t) = (02231, 02768)
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Julio 2019 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las siguientes matrices

-1 -1 1 1 3 1
A= 2 2 -1 y B = x -2 =2
2 1 -1 24z 2 -1

a) (1 punto) Calciilese A - B y determinense los valores de x para los cuales A - B
es invertible.

b) (1 punto) Calculese la inversa de A - B cuando z = 1

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) Hallamos la matriz A - B.

-1 -1 1 1 3 1 1 1 0
A-B= 2 2 -1 1- T -2 =2 |=1x 0 -1
2 1 -1 24+x 2 -1 0 2 1

Para que la matriz A - B sea invertible su determinante ha de ser distinto de cero:

|A-B|=-2+2#0 = 1#2 = J(A-B) 'VreR-{2}

11 0

b) Siz=1—= A-B=|10 -1 | = |A-B|=—1+2=1.

0 2 1
Hallamos (A - B)™! por el método de los adjuntos.
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
3r—y>5; 3y—x>1; y4+x<7
a) (1 punto) Represéntese S y calciilense las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Determinese el valor maximo de la funcién f(z,y) = = + 4y en S,
indicando el punto en el cual se alcanza dicho valor.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

s Funcidén objetivo:
flz,y) =2+ 4y
= Regidn S: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su representa-

cién
O3x—y>5 —(0,-5) & (5/3,0)
S={@3y—z>1 —(0,18) & (-1,0)
@Ayu+x<7 —(0,7) & (7,0)

= Funcién Objetivo:

Fla,y) = + 4y »

6
» Regidén factible: Representamos S
y calculamos los vértices de la misma. s

s Optimizacién de la fucién 4
objetivo: .
Punto | = | y | f(z,y) 2

A 211 6 1

B 3| 4 19 —

C | 52| 13 ’

Por tanto el mdzimo de la funcién objetivo se produce en el punto B(3,4) y vale 19.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

a) (1 punto) Determinense las asintotas verticales y horizontales de f, si las hubiese.

b) (1 punto) Calciilese la derivada de f(x), para los valores de x en donde f es
derivable y determinese la pendiente de la recta tangente a la grafica en el punto

z=1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

a) = A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denomina-
dor:2? —4=0 = =42

v+l {—1} _ i f(@) = [

lim f(z) = [_1} = 400

r——21

lim f(z) = L)?)_] = —00

1§ T+ 1 [3} T—2~
o lim =|=| =
r—2 ;EQ —_ 4 0 3
1, = |—| =
A fo) = o) = e
1
» A Horizontal y= lim L [OO =0 = AH eny=0
a—too g2 — 4 00
??—4—(x+1)-20 —2*—-2x—4 7
b) f'(x) = (2 — 4)2 - (2% — 4)? = m, = f'(1) = -9
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Una tinica carta, escogida al azar, es eliminada, sin ser vista, de una baraja espanola
de 40 cartas, 10 cartas de cada palo (espadas, copas, oros y bastos). Una vez eliminada
se escoge al azar otra carta, entre las qe quedan en el mazo, y se observa.

a) (1 punto) Calcilese la probabilidad de que la carta observada sea del palo de
espadas.

b) (1 punto) Si la carta observada no es del palo de espadas, calciilese la probabi-
lidad de que la carta eliminada tampoco lo haya sido.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos

FE, = “La carta eliminada es de espadas”

E5 = “La carta observada es de espadas”

a) P(E) = P((Ey N Ey) U (Br N Ey))

9/39 oR
@ = P(E, N Ey) + P(E; N Ey)
= P(B,)-P(E; | E\)+P(E,)-P(E, | Ey)
V/’@i 1 9 310 1
® i

(i https://aprendeconmigomelon.com 275


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2018/19

Ejercicio 5 (2 puntos)

En las especificaciones de una maquina tragaperras se establece que la proporcion
P de veces que la maquina devuelve algo a quien la use es 1/4.

a) (1 punto) Utilice la aproximacién por la distribucién normal para calcular la
probabilidad de obtener al menos 20 devoluciones de 100 veces que se juega.

b) (1 punto) Sin tomar en cuenta las especificaciones, si en 100 juegos la maquina
devolvié algo al jugador sélo en 15 ocasiones, calctilese un intervalo de confianza
del 99 % para la proporcién P.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

n > 10
a) X : B(100,1/1) {np =100-1/a=25>5 —"5 Y : N (np = 25, \/npg = 4.33)
ng=100-3/4=75>15

19.5 — 2
P(X220):P(Y>19.5):P(Z>945335):P(Z>—1.27)
= P(Z < 1.27) = 0.9880
15 ) A
b) p=15 =015 & §=1-p=08 & 1-a=099

1—a =099 = a=001 = a»=0005 = 1-of=0995 =2 -, = 2575

Y, 0.15 - 0.85
E =z, 2L = 2575, e = 0092
n

1.0.95%(]?) = (p\ — E,ﬁ + E) — I.C.gg,%(p) = (0058, 0242)
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Julio 2019 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+y=1
ar —z =3
2+ 2z2=2

a) (1 punto) Disciitase la unicidad de la solucién del sistema en funcién del valor
de a.

b) (1 punto) Resuélvase el sistema para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) (1 punto) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 011

I

A/A*=|a 0 —113
|

0 2 1 12

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=—-a+2=0 = a=2

» (1 punto) Sia # 2 |Al #0 = ran(4) = 3 = ran(A*) = n® incég. =
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

011

e Sia=2 — A/A*=|2 0 —1:3
12

1

|A] =0 = ran(A4) < 3y como

=—6#0 = ran(A*) =3

S NN
N W o

1
0
2
ran(A) = 2 # ran(A*) =3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss, sabiendo que como a # 2
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estamos ante un S.C.D.

11 011 1 1 011
AJA =10 <13 |~|B-F|~|0 -1 —1:2 |~
02 1.2 002 112 Fy + 2F,
1 1 011\ = r4+d4=1= | 2=-3
~lo 1 12 s Sy (6)=2 = | y=
00 -116) = —2—6 = | 2=—6

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

11 011 11 011
I I
A/A*: a 0 —113 ~ | Fy < Fy | ~ 0 2 112 ~ Cl(—>03
I I
02 112 i | a 0 —113 i
0 1 111 [ T 1 2 012 [
I I
~| 1 202 |~|FeB|~] 0 1111~
| |
10 a3 i | 10 a3 B+ F
12012 12 0 12 90
~lo1 11|~ ~lo1 1 11 |= ;
| | —
02 a'b Fy— 2F, 00 a—213 a4

» Sia#2= ( 00 03 ) = SI1ST. COMPATIBLE DETERMINADO

n Sia=2= ( 0 00 : 3 ) =SI1ST. INCOMPATIBLE

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 1.
Hay que recordar que en la discusién por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas C <> Cj3, por lo que las incégnitas x <+ 2z estan intercambiadas.

1 2 0 12 = z2+2-4=2 = z=—06
|
A/Af 01 111 | = y—3=1=|y=
|
0 0 —1:3 = —r=3 = r=-3
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considérese la funcion de variable real

fz) =

-z  siz<0
a+e ™ siz>0
a) (1 punto) Determinese el valor de a para que la funcién sea continua en x = 0.

b) (1 punto) Para a = 1/5, calciilese el drea de la regién limitada por el eje de
abscisas, las rectas x = 0 y x = 1/5 y la grafica de f(x).

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Para que f(x) sea continua en x = 0 se tiene que cumplir que

lim f(z) = lim f(z) = f(0)

z—0— z—0t

o lim f(z)= lim f(z)= lim (2* —2) =0
z—0~ z—0~ z—0~
e lim f(a:)zlim(a%—e’m):a—i—l = a+1=0 = |a=-1

z—0t z—0t

e f0)=a+e"=a+1

2 -z sixz <0
b) Para a = 15 = f(z) =<1 . . Como nos piden el drea com-
5 +e P siz>0

prendida entre las rectas verticales x = 0 y = 1/5 trabajaremos uinicamente con
1
folz) = =t e

Los puntos de corte de fo(z) con el eje OX serdn:

1
=0 = e =—- = 7 Sol. pues e ™

>0
5

Lo que determina un tnico recinto de integraciéon A; = (0,1/5) formado por las
rectas t =0y x =1/

s s /1 1 1 /s 1 1 1
A:/ d :/ ( ‘51‘>d _ 2 _—fw] :(_>_<_>
1=y Rloyde= o (s te TEETTEC O, 9% He 5

6 1

= — — —~0.166
25 e
6 1 ,
Area = |A| = % "B ~ 0.166 u
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién de variable real

z—3
o2 -2

()

a) (1 punto) Determinense las asintotas verticales y horizontales, si las hubiese.

b) (1 punto) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a)

s A. Vertical Se busca las asintotas verticales entre las raices del denominador:

?—-20=0 = 2-(z-2)=0 = z=1{0,2}

) [—3]
a—3 o3y Mm@ =gr) = e
i - [ =31
Jm J(2) = | 5= = +o°
. [—1]
R R e N i A Rl e B
) }:1—% 22— 2 [0} - 1]
mll)r%f(x): or] T %
. , r—3  [oo] B
» A.Horizontal y—xgrfoom = {oo] =0 = AH eny=0

= A.0Oblicua Como hay A. Vertical no existe oblicua.

b) Hallamos los puntos singulares y estudiamos el signo de la derivada, cuidando de
incluir las asintotas verticales:

o’ =2x—(x—-3)-2x—-2) —a’+6x—6

fl(z) = =0 = 2=3+V3

(2% — 2x)? (2% — 2x)?
(—00.3-v3) [ (3-v3,0)| (02) [(23+V3)[(3+ 3 +00)
Signo f'(z) - - + + -
(@) Decreciente Decreciente | Creciente | Creciente Decreciente
¢ N\ S a ¢

La funcion f(x) es creciente en (0,2)U (2, 3+ \/3) y decreciente en (—oo, 3— \/§) U
(3 — /3, 0) U (3 + /3, —1—00), y tiene un minimo relativo en & = 3—+/3 y un mdzimo

relativo en x = 3 + /3.
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'V

]\Mn:iw=3—\/§

Méz:z=3+3

Ejercicio 4 (2 puntos)

Se lanza un dado para decidir si se va al cine o al teatro. Si sale 1 o 6 se va al
teatro, en caso contrario al cine. Luego, se escoge una funcién al azar, de cine o teatro,
segtin lo que haya indicado el dado. El 50 % de las funciones de teatro son comedias
mientras que solo 112 de las 448 funciones de cine lo son.

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de ver una comedia.

b) (1 punto) Si el resultado fue no ver comedia, calcilese la probabilidad de que
haya sido en el teatro.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

C = “Se va al cine”
T = “Se va al teatro”

K = “Se ve una comedia”

112/448 = 1/4 @ a) P(K) :P((CﬂK TﬂK)
= P(CNK)+P(TNK)
2/s 3/ @ =P(C)-P(K|C)+P(T)-P(K|T)
21 1 1 1
/ 3173273
s /2 @ _ P(TNE) PT) PE|T)
b) POV = =5y = 1= p(R)
1/2 _1/3.1/2_1
® e

https://aprendeconmigomelon.com 281



https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2018/19

Ejercicio 5 (2 puntos)

La factura, en euros, de una cena para una persona, reservando en pucherode-
lujo.com se puede aproximar por una variable aleatoria normal de media ; = 25 y
desviacion tipica o = 5.

a) (1 punto) Calciilese la probabilidad de que el coste medio por comensal, de 9
personas escogidas al azar que reserven en la pagina, no sea mayor que 30 euros.

b) (1 punto) Determinese el nimero minimo de comensales que deberia tener una
muestra aleatoria simple para que el coste medio por comensal no exceda los 30
euros con probabilidad no inferior a 0.95.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2019 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

. n=9 . S
a) X : N(255) =% X.N<25,\/§ 1.67)

—2
30 5) — P(Z < 3) = 0.9987

1.67
b)n=? & 1—-a=09 & E<5

P(X < 30) = P(Z <

1—a=095=a=005=ak=0025=1—0ak=0975 =2 2, = 1.96

o 5 5\ 2
—=196-—<5 = n>(19--| =384 — =4
vn N n—( 5) n

E = Zalpha/2 *
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Modelo 2020
OpPcIiON A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices

=(5a) = (00) ()

a) (1 punto) Calcule los valores de a y b para que se verifique A* = 21.

b) (1 punto) Para a =0 y b = 2 determine la matriz X tal que XA =B — X.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién A)

Solucion.

a 1 a 1 a2+b a+2
a) A? = : =
b 2 b 2 ab+2b b+4

a?+b=2 = (-22-2=2/

2 a+2=0 =>|a= -2
A2:2[:>( a“+b a+2):(2 O):>

ab+2b b+4 0 2 ab+2b6=0 = —2-(=2)+2-(-2)=0v
b+4=2 =|b=-2

1
b) Paraa—Oyb—2,lamatrizA—((2) 2)
XA=B-X = XA+ X=8B
X-(A+D)=B = X-(A+I)-(A+D)'=B-(A+I)"!
T

X=B-(A+1)"!
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11 —1
AT= & A+I=1 & (A+Dt=| °
2 3 -2 1

o () (4 2)-(02)

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real f(x) definida por:

—xr+a sSiz<-8
flx) =<z si —8<x<1

Inzx sixz>1

donde In denota el logaritmo neperiano y a € R. Se pide:

a) (1 punto) Proporcionar el valor del parametro a para que la funcién anterior sea
continua en el punto de abscisa x = —8 y analizar la continuidad de la funcion
en el resto de los puntos de su dominio.

b) (1 punto) Obtener la recta tangente a la funcién en el punto x = e y estudiar el
crecimiento/decrecimiento de esta recta. Justifique su respuesta.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién A)

Solucién.

Siz < —8= f(x) = —x + a, que es continua en R

a)

Si—8 <z <1= f(x) =z, que es continua en R

Siz > 1= f(z) =Ilnz, que es continua en x > 0, luego continua

= Siz=-8
Ii = lim (—x+a)=a+8
N S /(@) a:i}{lé%( vha)=a f(z) serd cont. en x = —8 si:
lim f(x) = lim = -2 —
T8t rE a+8=-2 = |a=-10
J(-8) = B = 2
n Siz=1

lim f(z) = lim ¢z =1
z—1

o ) f(z) tiene una discontinuidad
lim f(z)=limlnz=0 ; = ,

a1+ z—1 de salto finito en x = 1
f()=In1=0

b) Hallamos la recta tangente en z = e, en donde f(x) = Inz.

284 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2019/20

7 6 -5 -4 3 -2 -10

fllw) =5 = my = f'(z0) = f'(e) =

1 1
r=y—yo=my-(x—x9) = y—1=2-(r—e) = |y=—x

e

1
Como la pendiente de la recta m, = — > 0, la recta es creciente en R.
e

Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la curva
f(z)=2*+42 -5

a) (1 punto) Halle el punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la
recta y — 6x + 1 = 0, indicando su abscisa y ordenada.

b) (1 punto) Calcule el drea del recinto acotado del plano limitado por la grafica
de f(z) y la curva g(z) = —z* + 4z + 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién A)

Solucion.

a) La recta r buscada es paralela a
s=y—6x+1=0

fl@)=2+4z-5
r|s = m,=m;=26 s

f’($)=2$+4 s=y—6z+1=0

10

m, = f'(xg) = 6=2x9+4

r=y—yo=m, - (x—x9) = y=6-(x—1)
r=y=06x—06
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b) Creamos una nueva funcién
h(z) = f(x) — g(x) y hallamos los

puntos de corte con el eje OX.

h(z) = 2° + 42 — 5 — (—2® + 42 + 3)
=20 -8=0 = z=1=%2

Luego tenemos un tnico recinto de
integracion A; = (—2,2)

—2 —2 3 3
2. (—2)} 64
_ —8.(=2) | = 2=
(57 o)
Area = |A4| = ’—64 _u u?
3 3

Ejercicio 4 (2 puntos)

En una tienda en periodo de rebajas, el 80 % de las ventas son de ropa y el 20 %
restante son complementos de moda. De las ventas que se realizan en la campana, el
20 % de las ventas de ropa son devueltas, mientras que solo se devuelven el 10 % de
los complementos. Si una de las ventas es elegida al azar, calcule la probabilidad de
que la venta:

a) (1 punto) Sea una prenda de ropa y sea devuelta.

b) (1 punto) Sea devuelta.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

R = “La venta es de ropa”
C = “La venta es de complementos de moda”

D = “La compra es devuelta”
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0.2 @
a) P(RND) = P(R)-P(D | R)
y 0.8 ~=0.8-0.2=0.16
b) P(D) = P((RND)U(CN D))
0.2 0.1 @ — P(RN D)+ P(C'N D)
\ — P(R)-P(D | B)+ P(C)-P(D | ©)
0.9 ~=0.8-0.240.2-0.1=0.18

Ejercicio 5 (2 puntos)

La cantidad de principio activo en las pastillas de una determinada marca de
detergente puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de
media i mg y varianza 0.09 mg>.

a) (1 punto) Si una muestra aleatoria simple de 400 pastillas proporcioné una can-
tidad media de principio activo de 13 mg, halle un intervalo de confianza al 99 %
para la media poblacional.

b) (1 punto) Determine el tamano muestral minimo para que el error maximo co-
metido en la estimacién de p por la media muestral sea menor de 0.05 mg con
un nivel de confianza del 98 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién A)

Solucién.

a) Nos dicen que la varianza 0? = 0.09 = o = 0.3

X = “Cantidad de principio activo” X : M(z,0.3) =% 7 = 13

1—a =099 = a =001 = o =0005 = 1—of=0.995 22 -, —2575

0.3
E =z \‘/’ﬁ = 2575 s = 0.039

[.C.gg%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.gg%(/.t) = (12961, 13039)

b)n=? & 1-a=98% & E<005
1—a =098 — a=002 — a/2=01 — 1—a/2 =099 222 ., = 2.325

0.3 2.325 - 0.3\ 2
E =z —— =2325- -2 < 0.05 = n> () — 1946 = | n =195
NG Jn 0.05
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Modelo 2020

/
OPCION B
Ejercicio 1 (2 puntos)
Dadas las matrices
10 2 1 0 m 3 1
= ( ) B = 0 1 1 & C=1]0 2
0 21
m—1 0 1 4 3
a) (1 punto) Proporcione el valor de m para que A- B = C'T
b) (1 punto) Para m = 0 calcule B™'.
(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién B)
Solucién.
a) Vamos a obligar a que A- B =CT
1 0 m
10 2 o 1 |t ome2) (304
021 S \m-1 2 3 S\1 23
m—1 0 1 . ,
CT
A'B
Igualando ahora elemento a elemento tenemos:
2m—1=3 = |m =2
m+2=4 — m=2V
m—1=1 — m=2V
1 00
b) Param=0lamatrizB=| 0 1 1 | = |B|=1
-1 0 1
1 -1 1 1 1 0 O
AdjB=|0 1 0| = B '= EAijT = -1 1 -1
0 -1 1 1 0 1

288 Matematicas CCSS -

Examenes resueltos



Curso 2019/20

Ejercicio 2 (2 puntos)

r+ay+z=06
Dado el sistema de ecuaciones 2t —y+z=a—-1
—r+y+z=2

a) (1 punto) Discuta el sistema para los distintos valores de a € R.

b) (1 punto) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién B)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz
de coeficientes A.

1 a 11 6 )
|

AJA* = 2 -1 lira-—1 :>|A|:—1—3a:0:>a:—§
|

-1 1 1+ 2

1 ouché
» Sia# -3 |A| #£0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. 2L SISTEMA

COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

, 1 =13 1 : 6
. Sia:—g — A/A* = 2 -1 1:—4/3
-1 1 1 | 2
—1/3
|A] =0 = ran(A) < 3y como 1 #0 = ran(A4) =2
1 =13 6 e
2 -1 4B | = n #0 = ran(A*) =3
-1 1 2
ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 Boudd, SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solu-
cién)

b) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss. Como a # —1/3, estamos

ante un S. C. D.
1 2 16 1 2 1.1 6
I I
AlA =] 2 -1 111 |~ FB-2F ~| 0 =5 —11-11 | ~
| |
1 1 112 s+ F 0 3 2. 8 5F, + 3F,
1 2 1 6 =r+2-241=6 =

| =

~l 0 o5 c1i-11 | s sy —1=—11 = oy =2
|

000 717 )=T=7 S| oz=1
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:
fla) = V2ze ™

a) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
y calcule lim f(z).
r—r—00

b) (1 punto) Halle el area del recinto acotado del plano delimitado por la grafica
de la funcién, el eje de abscisas y las rectas xt = —1 y x = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién B)

Solucién.

a) Hallamos los puntos singulares:

1-2=0=0=+%

F(x) = V2e ™ 42z (—22)e ™™ = V2 (1-22%) = 0 = {e_zg 0= 7 Sl

(_007 _\/5/2) (—\/5/27 \/5/2) (ﬂ/2,—|—00)
Signo f'(z) - + -
(@) Decreciente Creciente | Decreciente
N\ /! N\
La funcién f(x) es creciente en (—*/75, ‘/7§> y decreciente en (—oo, —

y tiene un minimo relativo en (——

V2
2

—\/ié) y un mdzimo relativo en (

/3
2

~— C

—/2
lim f(z) = lim V2ze™ = lim —V2ze¢ ™ = lim 29@ = [f}
T——00 T——00 T —+00 rz—+oo T o0
LHopital -,  —V?2 [—\/ﬂ
= llm 3 = = O
z—+oo Qe +o00

b) Hallamos los puntos de corte con el eje OX.

fl@) =V2ze™ =0 = {\/51' — =0

e =0 = 3 Sol.

Lo que, junto con las rectas verticales, define dos recintos de integracion: A;(—1,0)
y AQ (O? 1)
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A= [ VB o Vj] _ (Jj) . (_ﬁ) (L)

Ay = /01 Vore ™ di = —‘feﬁ]: _ (—ﬁ> - <—ﬂ> _V2 (1 _ 1)

Area:|A1|+|A2|:Z-?-(1—2)2\/5-(1—1>20.894u2

o

Ejercicio 4 (2 puntos)

Se lanza un dado para decidir el nimero de veces que se lanza una moneda.
a) (1 punto) Obtenga la probabilidad de no observar ninguna cruz.

b) (1 punto) Dado que no se observé ninguna cruz, jcudl es la probabilidad de
haber lanzado la moneda 2 veces?

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién B)

Solucion.

a) El nimero de cruces obtenidas al lanzar una moneda al aire n veces es una variable

binomial X : B(n,1/2), pues la probabilidad de obtener una cruz es p = /2, y por
tanto g =1—p=1/.
La probabilidad de sacar r cruces en los n lanzamientos sera:

n n 1\" /1IN n 1\7tn=r n \"
P(X = = gt T = R I I — = — =
(X =) (7‘) b (7‘) <2> (2) <7“> (2) (r) (2)
Y, mas en concreto, la probabilidad de obtener cero cruces en n lanzamientos sera

n 1\" "
P(X=0)= =) =1=) .
== (3)-(5) =)
Llamamos ahora D; = ”Sacar 7 en el lanzamiento del dado”, con una probabilidad
De esta forma la probabilidad de lanzar el dado y obtener cero cruces sera:

PX=0)=PD1NX=0)4+PD:NX=0)+---+P(DsgNX =0)

= P(Dy)-P(X=0|Dy)+ -+ P(Dg) - P(X =0 | Dg)
() ) e (D)
6 \2 6 \2 6 \2
) . Prog. geométrica
1 [1 /1 1 1 . .,
S B (e o () 225 =0 =12 & r=1p
6 [2+<2> * +<2)1 6 ~° T —
Sp =1
r—1
] (1)6.1_; ) 1\ 6
2 2 2
— -2 21— (=) | =0.164
6 1-1 6 [ (2)1
P(X=0nD,) P(Dy)-P(X=0|Dy) 5-(2)
b) P(X =0| Dy) = _ 2o — 2 =8 2 2541
) P | D2) P(D,) P(D,) 0.164
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Ejercicio 5 (2 puntos)

En verano, en Madrid, se instalan puestos callejeros de venta de melones y sandias.
Se sabe que el peso de las sandias puede aproximarse por una variable con distribucion
normal de media p y desviacion tipica o = 450 g.

a) (1 punto) Si se toma una muestra de 25 sandias y se obtiene una media mues-
tral de T = 2700 g, calcule un intervalo de confianza al 95% para la media
poblacional.

b) (1 punto) Si el peso medio de las sandias es = 3000 g, calcule la probabilidad
de que una muestra de cuatro sandias cogidas al azar pesen en media entre 3000
gy 3450 g.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2020 - Opcién B)

Solucién.
a) X = "Peso sandias (g)” & X :MN(u,450) =2 7=2700 & 1—a=0.95
l—a=095 = a=005 = oh=0025 — 1—ah=0975 2% - —1.96
450
E =z —— =196 —— = 176.4

vn V25
[.0.95%(,u) - (f - E,T‘i‘ E) — I.C.g5%(ﬂ) - (25236, 28764)

S 450
b) )(:/VK3000,450)——f>)(:.A/<3000,‘/1> = N(3000, 225)
3000 — 3000 3450 — 3000
—_— << —
225 225

— P(Z <2)— P(Z <0)=0.9772 — 0.5 = 0.4772

PB%O<X<3%®:P( ):P®<Z<2)
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Julio 2020 (Extraordinario)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:

r+ay =0
r+22=0
r4+ay+ (a+1)z=a

a) (1 punto) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 a 0 10
|

A/A*=[ 1 0 2 10
|

1l a a+11a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al =—a*~a=-a-(a+1)=0 = a={-1,0}

» Sia # {-1,0} |A] # 0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incdég. =
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 -1010
|
e Sia=-1= A/A*=|1 0 210
|
1 -1 0r—-1
-1
|Al =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(A4) =2
1 -1 0
1 0 0 |=-1#0 = ran(4*) =3
1 -1 -1
ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucion)
10 010
|
aSia=0 = A/A*=| 10 210
|
1 0110

|A| =0 = ran(A) < 3 y como

0
2|7ré0 = ran(A4) =2
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=0 = ran(4A*) =2

—_ = =
= N O
o O O

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incdég. = 3 = SISTEMA COMPATIBLE INDE-
TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss. Como estamos ante
un S.C.I. solamente es neceesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusién.

10010 1000\ | %7Y
| |
AJA* = | ~ ~ | = y=A,AeR
1020 00 210 .
1 1 Z:

Fy—F

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

1l a 0 10 10 2 10
| |
A/A*: 10 2 10 ~ | e B |~ 1 a 0 10
| |
1 a a+11a 1 a a+11a
[ 10 2 10 10 2 10
| |
~ | F,—F ~ 0 a -2 10 ~ ~ 0 a -2 10
| |
| F5— F) 0 a a—11a Fy — F, 0 0 a+1lra
a=20
=
a+1=0=— a=-1
0 210
|
» Sia#{-1,0}=]1 0 0 —-2:0 | = SisT. COMPATIBLE DETERMINADO
|
0 0 O 'O
10 210
|
n Sia=-1=|0 0 -2 0 = SIST. INCOMPATIBLE
|
0 0 O !—1
10 210
|
m Sia=0=1]10 0 —2:10 | = Si1sST. COMPATIBLE INDETERMINADO
|
00 —110

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 0.

10 20\ =|2=0
|
A/A*1 00 =210 [ =] y=X, AeR
|
00 -110)=]z2=0
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por

4y — o8

3r + 22

fx) =

a) (1 punto) Calcule el dominio de la funcién y obtenga el valor que hay que asignar
a f(x) en z = 0 para que la funcién anterior sea continua en en este punto.

b) (1 punto) Obtenga las asintotas de esta funcién en caso de que existan.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A)

Solucién.
f(a) = 4.T—333+ 4o — 23 + (122 + 42%) —2 + 42 + 162
€T )
3x + 22 3z + x2 3x + 22
a) 3r+22=0 = x={-3,0} = Dom(f) =R - {-3,0}
Para que f(z) sea continua en z =0 —> hm f(z) = f(0)
. —x® 4+ 42?4+ 162 0 . & (—2?+4x+16) 16
lim f(z) = lim — {} — lim _ 0
20 2—0 3x + 22 0l +20  z-(3+ux) 3
. 16
Por tanto para que f(x) sea continua en x = 0, f(0) = 3

b) = A. Vertical Buscamos las A. verticales entre las raices del denominador.

15] B L”fé J(x) = {15} -

. =23+ 42% + 162 0-
) wlggg 3 + 22 - [O 15
. —23+ 422+ 162 16
-i}g% Ey— —§:>§§A.V.en:c—0.
—2% + 422 + 162 00
= A. Hori tal = 1i =|—]| = = A4 AH.
orizonta y= lim Y oo] Foo = P

= A. Oblicua Serd una recta de la forma: y = mx +n

. f(x) . ¥+ 42+ 162 [oo] -1
m= lim —= = lim :{ ]::—1

r—too x—Foo 3x2 + g3 00 1
i , —23 + 422 + 162
4?4160+ (322447 Ta 416z [oo

= lim = lim ———= [} =7
x—Fo0 3r + 2 z—too 3 + 12 00
Luego f(z) tiene asintota oblicua en y = —x + 7
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real
f(z) = —a* + 2® + 222
a) (1 punto) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de
abscisa © = —1.

b) (1 punto) Obtenga el area del recinto acotado delimitado por la funcién f(zx) y
el eje de abscisas para valores de x > (0

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A)

Solucion.

a) xo=—1 = yo= f(x9) =0

f(x) = —4a® + 32% + 4x

b) Hallamos los puntos de corte de f(z) con el eje OX

z=0

—rt P2t = 2t (P2 -2)=0 =
P?-r—-2=0= z={-1,2}

Y teniendo en cuenta que nos piden el area para x > 0 queda definid0 un tnico
recinto de integracion A; = (0, 2)

2 2zt 2287 32 16 44
b= [t 22T (210
1 Of(x)da; 5—1-44—3]0 5+ +3 0 15

44
Area = |A| = = 2.93 u?
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azar:

Curso 2019/20

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que en su excursién no llueva.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A)

Una asociacién de senderismo ha programado tres excursiones para el mismo fin
de semana. EI 40 % de los socios iréd al nacimiento del rio Cuervo, el 35 % a las Hoces
del rio Duratén y el resto al Canén del rio Lobos. La probabilidad de lluvia en cada
una de estas zonas se estima en 0.5, 0.6 y 0.45, respectivamente. Elegido un socio al

b) (1 punto) Si en la excursién realizada por este socio ha llovido, jcual es la
probabilidad de que este socio haya ido al nacimiento del rio Cuervo?

Solucion.

Sean los sucesos:

C = “Senderismo en rio Cuervo”

L = “Senderismo en rio Lobos”

D = “Senderismo en rio Duraton”

R = “Llueve durante la excursién”

05 a) P(R)=P(CNR)U(DNR)U(LNR))
0.4 =P(CNR)+P(DNR)+ P(LNR)
0.6 @ =P(C)-P(R|C)+ P(D)-P(R| D)
0.35 +P(L)-P(R|L)=04-05
0.4 +0.35- 0.4+ 0.25-0.55 = 0.4775
0.25 b P(C|R>:P((JHR):P(C)-P(}jl(])
0.45 @ P(R) 1 - P(R)
- 10ﬁ)4()%575 = 0.3828
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Ejercicio 5 (2 puntos)

La publicidad de una marca de boligrafos afirma que escriben 2 km. Para realizar
un control de calidad, se considera que la longitud de escritura de estos boligrafos
puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucion normal de media p km
v desviacion tipica 0.5 km.

a) (1 punto) Obtenga el niimero minimo de boligrafos que deberian seleccionarse en
una muestra aleatoria simple para que el error maximo cometido en la estimacion
de p por la media muestral, sea como mucho 0.05 km con un nivel de confianza

del 95.44 %.

b) (1 punto) Si la longitud media de escritura, i, es la anunciada en la publicidad,
calcule la probabilidad de que, con una muestra de 16 boligrafos elegidos al azar,
se puedan escribir mas de 30 km.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A)

Solucion.

a)n=? & X:N(u,05) & E<005 & 1—a=0.9544

1—a=09544 = o= 0.0456 = o2 = 0.0228 = 1 — /2 = 0.9772 2%, -, = 2.00

05
B=zy = <005 = n> (2. ) — 400 = | n = 400 boligrafos

NG 0.05
b) X : N(2,0.5) 2= X - V(2 £—0125)
. N(2,0. N =0
_ _ 1.875 — 2
P(X > ?g) — P(X > 1.875) = P(Z > i71525) —P(Z>-1)=P(Z <1) = 08413
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Julio 2020 (Extraordinario)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera la matriz A dada por

3
A=10 m
1 -1 2

a) (1 punto) Calcule el valor del pardmetro real m para que A> —5A = —41, siendo
I la matriz identidad.

b) (1 punto) Para m = 1, indique si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo,
calcule su inversa.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B)

Solucién.
3 2 3 2 11 m+1 10
a) A2=10 0 0 0f=1]0 m? 0
1 -1 2 1 -1 2 5 —-m—1 6
11 m+1 10 3 1 2 —4 m-—-4 0
A2—5A=1] 0 m? 0 | =50 m 0]|= 0 m>=5m 0
5 —m—1 6 1 -1 2 0 —-m+4 -4
—4 m-—4 0 -4 0 0
A? —hA = 4] — 0 m>—5m 0 = 0 —4 0
0 —-m+4 —4 0 0 -4

m—4=0 = |m=4
= {m?>—5m=—-4 = m={[,4}
—-m+4=0 = m=4/

3 1 2
b) Param=1 = A=]0 1 0| = |Al=4#0 = JA L
1 -1 2
2 0 -1 ] ] 2 —4 =2
AdjA=| —4 4 4 :A—lzmAdeT:Z 0 4 0
-2 0 3 -1 4 3
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Ejercicio 2 (2 puntos)

La regién del plano S esta definida por las siguientes expresiones:
>3 & 0<y<15 & y—5—|—§20 & y—2<10 & y+20> 2

a) (1 punto) Determine las coordenadas de sus vértices y represente en el plano la
region S.

b) (1 punto) Obtenga el valor maximo y el valor minimo de la funcién f(x,y) = x+y
en esta region, indicando los puntos en los cuales se alcanzan estos valores.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B)

Solucion.

= Regidn Factible Escribimos la region S y los puntos necesarios para su represen-

tacion
Dx>3 — (3,0)
@0<y<15 — (0,0) & (0,15)
S=®y—-5+5>20 —(0,5) & (10,0)
@y—x<10 — (0,10) & (5,15)
G y+20>2x — (10,0) & (15,10)

» Funcién objetivo flzyy) =z+y

= Regidon factible Representamos
la regiéon y calculamos los vértices.

y /
C: (5, 15) y=15 D: (17.5, 15)

g

» Optimizacidén de F.0. Evalua-
mos f(z,y) en cada vértice

o+
Punto | =z y | flz,y)
A | 3 35| 65 /.-
B 3 13 16
¢ [ 5 [15] 20 Ny
D 17.5| 15 32.5
E 10 0 10

Por tanto f(z) tiene un minimo igual a o
6.5 en A(3,3.5) y un mdzimo igual a 32.5
en D(17.5,15).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real dada por la siguiente expresion:
flx) =3z +k)e?

a) (1 punto) Indique el dominio de la funcién y obtenga razonadamente el valor del
parametro real k para que la tangente a la funcion en el punto de abscisa © = 1
sea horizontal. Determine también la ecuacion de la funcion en dicho punto.

b) (1 punto) Para k = 1 senale los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

/().
(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B)
Solucién.
a) Dom(f) =R
fi(x) =3le™ + (z + ke - (_;)} e (1 - /;;)
my = f(w) = F(1) =0 = 36-;.<1_;_’;> PN 36—;_@_12@) iy
kg

F(1) =3(1+1)ez =

e 1 o
f(z)=0 = 3e= - 1—1:—2):262-(1—1‘):0 — r=1

7N
[\

<_OO7 ]-) (17 +OO)
Signo f'(z) + -
Creciente | Decreciente

/ N

La funcién f(z) es creciente en (—oo, 1) y decreciente en (1,400), y tiene un mdzimo
relativo en (1,6/\/e).

o (LEVe)

13
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Un estudio sobre la obsolescencia programada en una marca de electrodomésticos
revelo que la Probabilidad de que un microondas se estropee durante el periodo de
garantia es 0.02. Esta probabilidad se eleva a 0.05 para hornos eléctricos y se sabe que
estos sucesos son independientes. Cuando el microondas se ha estropeado en el periodo
de garantia, la marca amplia ésta por dos anios mas. E140 % de los clientes con garantia
ampliada no conserva la factura de compra durante los dos anos de ampliacion.

a) (1 punto) Un cliente compra un horno y un microondas de esta marca. Obtenga
la probabilidad de que se estropee al menos uno de ellos durante el periodo de
garantia.

b) (1 punto) Un cliente ha comprado un microondas. Calcule la probabilidad de
que se le estropee durante el periodo de garantia y conserve la factura durante
los dos anos de ampliacion.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos independientes

M = "El microondas se estropea durante el periodo de garantia”
H = "El horno eléctrico se estropea durante el periodo de garantia”

G = "El cliente conserva la factura de compra”

Del enunciado tenemos:

Independientes
—_——

P(M)=002 & P(H)=005 & PMNH)=PM)-P(H) & P(G|M)=04
a) P(MUH)=P(M)+ P(H)— P(Mn H) = 0.02+ 0.05 — 0.02 - 0.05 = 0.069

b) P(MNG)=P(M)-P(G|M)=P(M)-[1 - PG| M)] =002 (1-04) = 0012
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Determinado modelo de lavadora tiene un programa de lavado con un consumo de
agua que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal cuya
desviacion tipica es de 7 litros.

a) (1 punto) En una muestra aleatoria simple de 10 lavadoras los consumos de agua
en un lavado con este producto fueron los siguientes:

40 45 38 44 41 40 35 50 40 37

Construya el intervalo de confianza al 90 % para estimar el consumo medio de
agua de este modelo de lavadoras con dicho programa de lavado.

b) (1 punto) A partir de una muestra de 64 lavadoras elegidas al azar, se obtuvo
un intervalo de confianza para la media con una longitud de 5 litros. Obtenga el
nivel de confianza utilizado para construir el intervalo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B)

Solucién.
X = “Consumo de agua (litros)” — X : M (u,0.7)
40 +45 + 38+ 44+ 41+ 40+ 35+ 50 +40 + 37

10
1-a=090 = a=010 = @£ =005 = 1—ak=095 2% > —1.645

a) X : N(p,0.7) =% 7 = 41

7
E:Za/z-\;ﬁ = 1645+ = = 3.64

].0.90%(,&) = (T - E,f + E) - I.C.go%(ﬂ,) = (3736, 4464)

b) n=64 & 2E=5 = E=25

2 7 Tabla

—— = Zajyr ——= = 2.0 = Zap = 2.857 —— 1 — /2 =0.9979
Jn / /64 / /

1 —a/2=0.9979 = a/2 = 0.0021 = o = 0.0042 = 1 — o = 0.9958 = 99.58 %

E:ZQ/Q'
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Julio 2020 (coincidentes)

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
Considere la matriz
1 2 0
A=]10 -1 0
0 0

a) (1 punto) Calcule A% y A,

b) (1 punto) Calcule (AA — 31)~!, donde I es la matriz identidad de orden 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
a)
1 2 1 2 10 1 0 0
AA=A-A=|0 -1 0o -10|=[010]|=]0 (=12 0
0 0 2 0 0 2 00 4 0 0 22
1 2 0 100 1 2 0 1 2 0
A=A A=]0 10|01 =10 -1 0|=]0 (=1 0
0 2 00 4 0 0 o o 2
00 100 1 0 100
A=A A2=|01 0 010]|=[0CD*0 [=]010
0 4 00 4 0 0 16 00 24
10 0 10 0
A=[0 (=D o0 |=]l01 0
o 0 2w 0 0 1024
b)
100 100 -2 0 0
AA-3I=]10 1 0|=-3-{010]|=| 0 —20
0 0 4 001 0 0 1
. -2 0 —1 0 0
|AA=3l=4 = (AA-3)""'==-] 0 =2 0|=| 0 =1L 0
0 0 4 0o 0 1
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considere la region del plano S definida por:
r—y =0, y+2r <8, O0<y<?2
a) (1 punto) Represente la region S y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Obtenga el valor maximo y el valor minimo de la funcién f(x,y) =
4r — y en la regién S, indicando los puntos en los cuales se alcanzan dichos
valores.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Regién Factible Escribimos la regién S y los puntos necesarios para su represen-
tacion

Dx—y>0 —(0,00 & (4,4
S=1@y+2r<8 — (0,8 & (4,0
®0<y<2 —(0,0) & (0,2)

~— ~——

Funcién objetivo flzyy) =4z —y

Regién factible Representamos
la regiéon y calculamos los vértices.

Optimizacién de F.0. Evalua-
mos f(x,y) en cada vértice B:(2,2) C:@.2)

Punto

A

f(z,y)

0 r—y=0 y+2x <8
6
10
16

Wi o
OIN|IN| O IR

B
C
D

D: (4,0) ,

A0 2 8
Por tanto f(z) tiene un minimo igual a \
0 en A(0,0) y un mdzimo igual a 16 en
D(4,0).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Considere la funcion real de variable real
f(z) =22+ ax* — 1

a) (1 punto) Determine el valor del pardmetro real a para que el punto de abscisa
x = —1 de la funcién f(x) sea un maximo relativo.

b) (1 punto) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(z) para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Fl=D =0

a) Para que f(z) tenga un maximo relativoen z = -1 =
) que f(z) teng {f”(—1)<0

fl(r) =62* +2ar = f'(-1)=6—-2a=0 = |a=3
f'(z)=122+2a = ["(-1)=-124+2a<0 = a <6/

b) Para a = 1 la funcién es f(z) = 223 + 22 — 1

flz)y=22%+2" -1
fl(z) =62 +2r =0 = 22-(3x+1) =0

:> T = {O, _1/3} 05 0 05

(_007_1/3> (_1/370) (07 +OO)
Signo f’(x) + - +
Creciente | Decrec. | Creciente

/! N\ /!

Max(—1/3, —26/27)

Min(0, —1)

La funciéon f(z) es creciente en (—oo,—1/3) U
(0,+00) y decreciente en (—1/3,0), y tiene un *
minimo relativo en (0. — 1) y un mdzimo relati- X
vo en (—1/3 —26/27).

»
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En un festival de circo de verano el 70 % de los espectédculos son gratuitos y el resto
de pago. EI 60 % de los espectaculos gratuitos se realizan en las calles, mientras que
de los de pago sélo se realizan en la calle el 20 %. Si un visitante del festival, elegido
al azar, decide ir a un espectaculo, calcule la probabilidad de que:

a) (1 punto) El espectaculo sea gratuito y no se realize en la calle.

b) (1 punto) El espectaculo se realice en la calle.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean los sucesos:

G = “El espectaculo es gratuito”
P = “El espectaculo es de pago”

C' = “El espectaculo se hace en la calle”

e @
P(GNTC)=P(G) P(C|G)=07-04
////” 0.4 — 0.28

b) P(C)=P((GNC)U(PNC))
=P(GNC)+P(PNC)

\\\\* <:> = P(G)-P(C|G)+P(P)-P(C]|P)
=0.7-0.6+0.3-0.2 = 0.48
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El salario medio bruto mensual en Espana en 2019 se puede aproximar por una
distribucién normal con o = 900 euros.

a) (1 punto) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de p por la media
muestral, X, sea a lo sumo de 200 euros, con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Suponga que p = 1889 euros. Calcule la probabilidad de que al tomar
una muestra aleatoria simple de 64 individuos, la media muestral, X , sea mayor
que 1900 euros.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

X = "Salario medio bruto anual (euros)” — X : (1, 900)

a) n=" & E<200 & 1—a=0095

1-a=095 = a=005 = o2=0025 = 1-2k=0975 ~2% >, =1.96
o 900

E=zy— <200 = n> (1.96 . ) =777 — | n = T8 euros
NG 200

et — 900
b) X : M(1889,900) 2= X : A7[ 1889, = = 112.5
) ( ) N

1900 — 1889
> = P(Z >0.098) = 1 — P(Z < 0.098)

112.5
=1-0.5398 = 0.4602

P(Y > 1900) - P<Z >
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Julio 2020 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Considere el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R:

3r+2y+2=2a
20 +ay+22=3
—r—Yy—z=2

a) (1 punto) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

3 2 112
|

A/A*=| 2 a 2 13
|

1 -1 —112

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al = —2a+4=0 = a=2
» Sia#2 |A#0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n? incog. Louche . SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

3 2 1.4

|

s Sia=2 = A/A"=| 2 2 23
|

1 -1 —112

|Al =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(4) =2

3 2 4
2 2 3|=T7T#0 = ran(4*) =3
-1 -1 2

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solu-

cién)
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b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss, sabiendo que como a # 2
estamos ante un S.C.D.

3 2 1.0 1 -1 =112
| |
A/A*: 2 0 2 13 ~ | I\ & Fj ~ 2 0 2 13
| |
-1 -1 —1:2 32 1.0
—1 -1 —112
|
~ F2+2F1 ~ 0 —2 07 ~
|
| F3+3F, 0 -1 —216 2F; — F,
1 =1 =112\ =z — (=Th) = (=5) =2 =| z =11
|
~1 0 =2 0.7 |=>-2y=7 =| y=-"h
|
0 0 —415) = —42=5 =| z2=—54

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

3 2 112 1 -1 —1:12
| |
A/A*: 2 a 2 13 ~ F1HF3 ~ 3 2 1 1 2a
| |
1 -1 —112 Fy < Fy 2 a 213
[ 1 -1 —112
|
~l O~ 3 1 2912 | ~| B+3R
|
L 2 2 (1'3 F3+2F1
-1 -1 -1 2 a0
~| 0 =2 -1 2+6|= 5
I —
0 0 a—21 7 @

» Sia#2= ( 00 07 ) = S1ST. COMPATIBLE DETERMINADO

n Sia=2= ( 000 ; 7 ) = SIST. INCOMPATIBLE

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 0.
Hay que recordar que en la discusion por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas Cs <+ Cf3, por lo que las incdgnitas y <> z estan intercambiadas.

1 =1 =102\ = —a— (=5a) = (=TR) =2 = | x=11

|
AJA| 0 =2 —116 | = —2:—(=7R) =6 = | z2=—5\
0 0 =27) =-2y=7 =| y=-"/
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real:
f(x)=ar® —2* -2 +a

a) (1 punto) Determine el valor del parametro real a para que haya un punto de
inflexion en x = 1.

b) (1 punto) Para a = 2, calcule el area del recinto acotado por la gréfica de f(x),
el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Para que f(z) tenga un punto de inflexibn en x =1 = f”(1) =0

f(z) =3az* — 2z — 1
f"(x) = 6azx — 2

} — f"(1)=6a—2=0 = |a=1/3

b) Para a = 2 la funcién f(z) = 223 — 22 — x4 2
Los puntos de corte de la funcién con el eje OX son:

22 — g% — g + 2 L (z+1)-(22° =32 +2)=0 = o=—1

que junto con las rectas verticales + = 0 y = 1 determinan un tnico recinto de
integracién A; = (0, 1)

Area = |Ay] = ’?,’ = 1.667 u?

1
flo)=2a" o —w 42

|
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Considere la funcion real de variable real definida por:

22 —dx+3
fay={ 71

—x? siz <1

six>1

a) (1 punto) Calcule lirq f(z). ;Es la funcién f(x) continua en todo su dominio?.
T

b) (1 punto) Calcule las asintotas de f(x).

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.
a) Para determinar lirri f(z) tenemos que hallar los limites laterales.
z—

lim f(z) = lim(—2?) = —1

z—1— z—1
24 3 0 (r—3 -2
lim f(z) = lim 202 H @8 =2
w1t e=1 x?—1 0] =1 (z—1)-(x+1) 2
y por tanto
lim f(z) = 1
Veamos la continuidad de la funcién f(z).
» Six <1, f(r) = —z? continua en R.
2 41 +3
» Siz>1, f(z) = 1;2:6;—, continua en R — {—1, 1}, luego f(x) es continua
‘1' J—
en x> 1.

s Six=1, lir? f(z) = lim f(xz)= f(1) luego f(z) es continua en x = 1.
r—1

z—1t
En definitiva f(z) es continua en R.
b) = A. Vertical ## A.V. pues Dom(f) = R.

m A. Horizontal

e Cuando x — —oo hay una rama parabdlica.

, 2 —4x+3 00 1
et m o e e e
/_
2 -1 0 1 2 3 4 5 8 7 8 9
2 —4x+3 .
-1 fla) = 1 siz>1
—z* siz <1
-2
(@)
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castellano.

Curso 2019/20

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

En un kiosco de prensa del aeropuerto de Madrid el 40 % de las ventas son pe-
riédicos y el resto revistas. Un 90 % de las publicaciones estan en castellano. Ademéas
se sabe que un 8 % del total de las publicaciones son revistas en otro idioma. Calcule
la probabilidad de que una publicacion elegida al azar:

a) (1 punto) Sea un periédico, dado que esta publicado en otro idioma distinto del

b) (1 punto) Sea un periédico o esté publicado en otro idioma distinto del castellano.

Solucion.

Sean los sucesos:

P = "La venta es un periédico”

C = "La edicién es en castellano”

R = ”La venta es una revista”

O = "La edicién es en otro idioma”

Escribimos los datos en una tabla de contingencia supuesto un total de 100 publicaciones.

P R Total
C 38 52 90
o) 2 8 10
Total 40 60 100
a) P(P|0) = = =02
10 7
b) P(PUO) = P(P)+ P(O) — P(PNO) = ﬂJr——f = (.48
- 100 100 100

i https://aprendeconmigomelon.com
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Se estima que el coste medio anual de la cesta de la compra de una familia tipo se
puede aproximar por una distribucion normal de media p y desviacién tipica o = 500
euros.

a) (1 punto) Se ha analizado el consumo de 100 familias tipo, obteniéndose un coste
medio estimado de 5100 euros anuales. Calcule un intervalo de confianza al 90 %
para la media .

b) (1 punto) A partir de una muestra de 36 familias tipo, se ha obtenido un intervalo
de confianza para p con un error de estimacion de 160 euros. Determine el nivel
de confianza utilizado para construir el intervalo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
a) X : N(u,500) 2= 7 = 5100
l—a=09 = a=01 — ah =005 — 1—aoh=095% -, — 1645
500
E =z —— =1645- —— =82.25

NLD V100
I.Coy(p) = (T — E,T+E) = | [.C.9o9 (1) = (5017.75; 5182.25)

b) X : N(1,500) & n=36 & E =160

500
E =z ;ﬁ = s e = 160 = 2y, =192
Tabla

Zapy = 1.92 T2 1 oy = 0.9726 = @2 = 0.0274 = o = 0.0548 = 1 — o = 0.9452
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Septiembre 2020
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

2 ba

a

Dada la matriz A = ( ) con a € R.

a) (1 punto) Determine los valores del pardmetro a para los que se verifica la igual-
dad
A? —5A = —1I, donde I es la matriz identidad.

b) (1 punto) Calcule A~! para a = —1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién A)

Solucion.
2 2
) z2 2 ba _ 4 + ba 25a
a 3 5a 9 + 5a?

42 54— 4+5a>  25a a2 %) —6 + 5a” 0
5a 9+ 5a? a 3 0 —6 + 5a?

_ 2 _
P SA— ] 6+ 5a 0 (-1 0
0 —6 + 5a? 0 -1

— —6+5a°=—-1 = |a==l

2 =5 3 5
b) Paraa:—llamatrizA:( L 3 ) — \A|:1:>A—1:<1 2)
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Un vivero elabora dos tipos de sustratos. Para elaborar 1 m? del tipo A necesita 60
kg de tierra vegetal y 30 horas de trabajo. Para elaborar 1 m3 del tipo B necesita 50
kg de tierra vegetal y 50 horas de trabajo. El vivero dispone como maximo de 21000
kg de tierra vegetal y 15000 horas de trabajo. Ademas, la cantidad de metros ciibicos
que elabora de tipo A debe ser como mucho cinco veces la cantidad de tipo B. Por la
venta de cada metro cuibico de tipo A obtiene un beneficio de 50 € y 60 € por cada
metro ctibico de tipo B.

a) (1 punto) Represente la region del plano determinada por las restricciones ante-
riores y determine las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Determine cuantos metros ctibicos de cada tipo deben elaborarse para,
respetando las restricciones anteriores, maximizar el beneficio. Obtenga el valor
del beneficio maximo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién A)

Solucién.
Sustrato A | Sustrato B | Restriccién
Tierra vegetal (kg/m?) 60 50 < 21000
Horas de trabajo (h/m?) 30 50 < 15000
Beneficio (£/m?) 50 60

» Incégnitas Llamamos z e y a los m? de cada tipo de sustrato.
= Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos para representarlas

@ 60z + 50y < 21000 — (0,4420) & (3683,0)
@) 30z + 50y < 15000 — (0,300) & (500, 0)
Gz < 5y —(0,0) & (500,100)
z,y >0

» Funcién objetivo (Coste en €) f(z,y) = 50z + 60y

= Regidén factible Representamos la region y calculamos los vértices.

Yy
» Optimizacioén de F.0. Evaluamos f(z,y) N\

en cada vértice. 400 \
B: (0,"300)

3008

Punto | =z Yy f(a:, y) 60z + 50y = 21000
A 0 0 0 200 C: (200, 180)
B 300 | 18000 30z + 50y = 15000
C 200 | 180 | 20800 = = by
D: (300,60) x
D 300 | 60 | 18600 o[ A: (0, 0’ 200 300 200 5nf\

El coste mdzimo es de 20800 €, elaborando 200 m? del sustrato tipo A y 180 m? del B.

e}
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

6x
f(z)={222+1
2m+Inz siz >1

six <1

a) (1 punto) Estudie los valores del parametro m € R para que f(x) sea continua
en x = 1 y calcule la derivada de la funcién para x < 1.

b) (1 punto) Halle el drea de la regién del plano limitada por la curva y = f(x), las
rectasx = —1yx=0yeleeOX.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién A)

Solucion.
e lim f(z) = lim _ 6z —9 Para que f(z) sea continua en x = 1
z—1- a—1 212+ 1
a Ii = lim(2 | =2 i = i = Pa-
) e lim f() xlgq(oer nz) =2m lim f(z) = lim f(z) = f(1)
of(1) =2m +laT=2m 2=2m = |m=1
6 6-(22°+1) — 6z -4 —122*+6
raz <1, f(z) = — f(z) = =
J@) = 5y /(@) (222 4 1)° (222 + 1)

b) Hallamos los puntos de corte de f(z) con
el eje OX entre las rectas t = =1y x =0
(en la rama de fi(x)).

6z izl
f@)=% 22+1  7°
2m+Inx siz>1

6x

fi(z)

Para el cilculo del area definimos el inter-
valo A; = (—1,0).

0 0 6 u=2x>+1
Alz/ f(:v)dx:/ 5 dr = 1
-1 —122%+1 du =4dxdr = Zdu:dx
T
1 0

0 6z 1 3 01 3 3
= . =d :7/ Sdu= =1 }:1 22% + 1
/_1u4;17u 5 ), g du= gyl =@+ 1)

3 0 3
=3 1T~ 1n3 :—§1n3:—ln(3\/§):—1.648

Area = |A;| =1n (3\/5) ~ 1.648 u?

(il https://aprendeconmigomelon.com 317


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2019/20

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tales que: P(A | B) = le, P(B) = é
y P(A) = g Calcule:

a) (1 punto) P(AU B).

b) (1 punto) P(AN B) U (BN A).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién A)

Solucion.

Del enunciado tenemos:

1 2 1

PA|B)= & PA)=F & P(B)=<
_P(AnB) 1
a) P(A| B) = P(fi) 1_11
:P(AHB)_Z'BZQ

=1-|P(B)- P(ANB)]

:1_<1_1):1_1:7

6 24 8 8

b) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A
21 119
~376 24 u

P(ANB)U(BNA)=P(AUB) - P(ANB)
19 1 3

T4 24 4

N B)

318 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2019/20

Ejercicio 5 (2 puntos)

El peso de una patata, en gramos (g), de una remesa que llega a un mercado se
puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucion normal de media p y
desviacion tipica o = 60 g.

a) (1 punto) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de p sea menor que
20 g, con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Suponiendo que se selecciona una muestra aleatoria simple de tamano
p = 100, calcule el valor de la media p para que P(X < 220) = 0.9940.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién A)

Solucion.

a) X : N(p,60) & n=? & E<20 & 1—a=0.9
1—a =095 = =005 = ap=0025 = 1—ak=0975 1% > —106

60 602
E:za/z-;_zl.96-\/_<20:>n>(1.96-20) — 3457 = [n=35
n n
o 60

. n=100 <> . o _ _
b)X./\/’(,u,GO)—>X./\/’<u,\/ﬁ Wit 6)

220 — 1% Tabla 220 — 12

P(X <220) = P(Z < ) = 0.9940 0 251 =~

[ = 204.94
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Septiembre 2020
OprCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R:

r—ay =1
ar —4dy —z =2
2 4+ay—z =a—4

a) (1 punto) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:
I —a 01 1
AJA* = a —4 —1: 2
2 a -1 la— 4
Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al = —a*+3a+4=0 = a={-1,4}

. Sl a ;é {_174} ‘A| # 0 :> I"an(A) == 3 — ran(A*) et nQ lncég :ROUChe

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 1 01
e Sia=-1— A/A*=| -1 —4 —1. 2
2 —1 —11-5
|A] =0 = ran(A) < 3 y como 1 _14 #0 — ran(A) =2
1 1 1
-1 —4 2 |=30#0 = ran(4*) =3
2 -1 =5
ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solu-
cién)
1 —4 011
aSia=4 = A/A*=| 4 —4 —1:2
2 4 —1;0

4 #0 = ran(A) =2

|A| =0 = ran(A) < 3y como
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1 -4 1
4 —4 2|=0 = ran(4*) =2
2 4 0

ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incog. = 3 fouche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 3 por el método de Gauss, sabiendo que como
a # {—1,4} estamos ante un S.C.D.

1 -3 011 1 -3 011
I I
A/JA*=[3 -4 -1 2 |~|R-3F |~|0 5 —11-1 |~
I I
9 3 —11-1 Fy — 2F, 0 9 —11-3 5F,; — OF,
-3 011 =c-3-(-lp)=1 =| z=-1)

|
|

~10 5 —11—-1|=5y—(=3k)=-1 =| y=-1/2
|

0 416/ =42=-6 = =| z=-3/

o

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

1 —a 01 1 1 —4 a1 2
| |
A/A*: a —4 —11 2 ~ Cl<—>03 ~ 0 —a 11+ 1
| |
2 a —-1lra—4 Fi & F -1 a 2va—4
[ 1 -4 a2
|
~ ~1 0 —a 1 1 ~ | (a+4) - Fo+a-F;
|
| I3 — I 0 a+4 2—ara—6
-1 —4 a : 2 —a*+3a+4=0
~ 0 —a 1 [ 1 = w
| — —
0 0 —a’+3a+4ia®—5a+4 a={-1L4}

» Sia#{-1,4} = F; = ( 00 00O ) = S1sT. COMPAT. DETERMINADO
s Sia=—-1= F;= ( 00 0110 ) = SIST. INCOMPATIBLE

s Sia=4= F;= ( 00 010 ) = SIST. COMPATIBLE INDETERMINADO

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 1.
Hay que recordar que en la discusion por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas C <+ Cj3, por lo que las incégnitas x <+ 2z estdn intercambiadas.

1 4 312\ = —2—4- (1) +3- (1) =2 = | z=-3p
|

AJAT L 0 =3 111 | = -3y—1p=1 = | y=—1p
|

0 0 41 =2 = 4r = —2 = ;1;:—1/2
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por

ar® —3
- 22-5

f(x)
a) (1 punto) Calcule el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga una asintota

horizontal en y = —1.

b) (1 punto) Para a = 1, halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)
v los extremos relativos, si existen.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién B)

Solucién.
o ar® -3 00
% —3
b) Paraa=1 = f(x):x2_5 & Dom(f):R—{j:\/g}
2z - (x2 = 5) — 2z - (z* — 3 —4
f,<x>:x(x ) "L‘2($ )— w2=0:>a::0
(2 = 5) (2 = 5)
Signo f'(z) + + - -
(@) Creciente | Creciente | Decreciente | Decreciente
x
/ / e N\
=572
La funcion f(x) es crecien-
te en (—oo, —\/5) U (—\/5, O)
y decreciente en (0, \/5) U AZ(;:;/E) ;
(\/5, —i—oo), y tiene un mdximo /‘L\
relativo en (0,3/5). -
@)
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real
f(z)=e*+2a

a) (1 punto) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(x) en x = 0.

/01 f(z)dx

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién B)

b) (1 punto) Calcule

Solucion.

a) wmzxg=0=y=1= P(0.1)
f(z) =2e* +1
= ['(x0) = f'(0) =
" r=y—yo=m- (T — T)
r=y—1=3-(x—0)
r=y=3r+1

b) Jy f(x)de = [} (e** +x)dv = [} ¥ dx + [y xdx
u =2 1 271
= fe“-fdu—l—xf
du =2dzr = — du—d:v 2 2 0
1 x2 !
2
_1
2

2 1
u :72I —_ . 2 2
e ]0—1— ] 5¢ L—l— 72 5 (e +x )]

@)
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En un instituto se decide que los alumnos solo pueden utilizar un tnico color (azul
o negro) al realizar los examenes. Dos de cada tres exdmenes estan escritos en azul.
La probabilidad de que un examen escrito en azul sea de una alumna es de 0.7. La
probabilidad de que un examen esté escrito en negro y sea de un alumno es 0.2. Se
elige un examen al azar. Determine la probabilidad de que

a) (1 punto) Sea el examen de un alumno.

b) (1 punto) Sabiendo que esta escrito en negro, sea de un alumno.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “El examen estd escrito en azul”
N = “El examen esta escrito en Negro”
M = “El examen lo ha realizado una alumna”

H = “El examen lo ha realizado una alumno”

Del enunciado tenemos:
2
P(A):§ & PM|A)=07 & P(NNH)=02

P(NmH):P(N)-P(H;N):;.P(H|N)=o.2 — P(H|N)=06

0'7 @ a) P(H)=P((ANH)U(NNH))

2/3 0.3 = P(ANH)+P(NNH)
/ () P(A)- P(H | A)+P(N)-P(H | N)

% 0.4 @ § 03+; 0.6 = 0.4

P(NNH) 0.2

0.6 @ b) PH | N) = —5ap= = 17 = 06
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Una persona se ha propuesto salir a caminar todos los dias realizando el mismo
recorrido y cronometrando el tiempo que tarde en completarlo. El tiempo que esta
caminando por este recorrido puede aproximare por una variable aleatoria con distri-
bucién normal cuya desviacién tipica es 10 minutos.

a) (1 punto) Utilizando la informacién de una muestra aleatoria simple, se ha ob-
tenido el intervalo de confianza (26.9,37.1), expresado en minutos, para estimar
el tiempo medio que tarda en realizar el recorrido, p, con un nivel de confianza
del 98.92%. Obtenga el tamano de la muestra elegida y el valor de la media
muestral.

b) (1 punto) Si el tiempo medio para completar el recorrido es p = 30 minutos,
calcule la probabilidad de que, en una muestra de 16 dias elegidos al azar, esta
persona tarde entre 25 y 36 minutos de media para completar el recorrido.

(Madrid - Matematicas CCSS - Septiembre 2020 - Opcién B)

Solucion.

a) X : M(p,10) & 1.C.(26.9,37.1) & 1—a=0.9892
Tabla

1 —a=0.9802= a=0.0108 = o2 = 0.0054 = 1 — /2 = 0.9946 —"* 2., = 2.55
26.9+37.1

T = 32
. 2
E:37'1_26'9:5.1
2
o 10 10\ 2
E=2%,-—=25-—=51 = ><2.55-) = =25
R NG " 5.1 n

I 10

b) X : AV(30,10 %X:N( ,U::2.5>
) X A(30,10) T =
925 — 30 35 — 30

7z
25 ~“ < a5

—P(Z<2)—P(Z<-2)=P(Z<2)—P(Z>2)

P(25 < X <35) = P( )=P(-2<Z<2)

Tabla

=P(Z<2)-[1-P(Z<2)|=2P(Z<2) -1
2.0.9772 — 1 = 0.9544
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2021

Curso 2020/21

Modelo 2021
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices A y B dadas por

A= a 1 0 B =

e )
_= o O
o o O

Cc

a) (1 punto) Determine los valores de los pardmetros reales a, b y ¢ para que se
verifique A> = A — B.

b) (1 punto) Para a = b = ¢ = 2, estudie si la matriz A es invertible y, en caso
afirmativo, calcule su inversa.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién A)

Solucién.
1 00 1 00 1 0 O
a) A2=|a 1 0 a1l 0 |= 2a 1 0
b ¢ 1 b ¢ 1 2b+ac 2¢ 1
1 0 000 1 0 0
A—B= 1 —|1 1 00 |=]a-1 1 0
c 110 b—1 ¢c—1 1
1 0 0 1 0 0
A2=A-B — 2a 1 0]1=|a-1 1 0
2b+ac 2¢ 1 b—1 ¢c—1 1
20=a—1 = a=-—1
— (2c=c—1 = c=-1
2b+ac=b—-1 = b=-2




Curso 2020/21

1 00
b) Paraa=b=c=2lamatrizA=| 2 1 0 | = [A|=1#0 = FA!
2 21
-2 2 10 0
AdjAH)=[0 1 —2| = 4! |A|AdJ(A) — A= —2 1
0 1 2 =21

Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real f(x) definida por
f(x) =ar®* + bz +c
a) (1 punto) Obtenga los coeficientes reales a, b y ¢, de f(x) sabiendo que la funcién

tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = —3 y que la ecuacion de la
recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa © = 0 es y = 6x + 8.

b) (1 punto) Paraa=2,b=1y ¢ =1, calcule la infegral /e M d
1 T

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién A)

Solucién.
a) = Extremo relativoen z = -3 = f'(-3) =0
fl(x)=2ax+b = f'(-3)=—-6a+b=0 = b=06a

= r =y = 6x + 8 es la recta tangente en xg = 0

yo=8= f(xg) = f(0)=¢c = |c=8

f(0)=6 = |b=6| = b=6ad = |a=1

Y por tanto:
f(z) =2+ 6z +8

b) Paraa=2,b=1yc=1, f(z) =22+ +1

/f /de_/ 2xd:v+/ d:l:‘—l—/ Zdr
T
2 2 1 0 2
=z —|—x—|—1nx}1: e“+e+lme| —(1+1+ =e"+e—1
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién A
flz) =2+ 2
a) (1 punto) Halle el dominio de la funcién y sus asintotas.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
v, si los hubiera, sus extremos relativos

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién A)

Solucién.

a) 12 =0 = z =0, luego Dom(f) = R — {0}

4 3+ 4
s A. Vertical Analizamos los puntos que no pertenecen al dominio.
) 4
Cataa ay |t S@) = [G] = e
) slclg(lJ 22 {O} a
344
= A. Horizontal y= lim vt {OO] =400=3 AH.
x—too 2 o0
= A. Oblicua Serd una recta de la forma: y = mx +n
344 344
m= dim IO gy T g T :[00}21
r—+oo z—+oo 1 . 2 z—+too 3 o0
. . [2*+4 [ a2
0= tip, (o) = ma) = i [0 <] = [P

Luego la funcién f(x) tiene una A. Oblicua en y = z.

b) Hallamos los puntos singulares:

f,(x):3x2-x2—(x3+4)-2x _ 3zt — 22 — 8z

4 4

La funcién f(z) es creciente en (—oo, 0)U(2, +00) v de-
creciente en (0,2), y tiene un minimo relativo en (2, 3).

Signo f'(x) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(z)
a ¢ /
o
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Ejercicio 4 (2 puntos)

En un mercado agropecuario el 70% de las verduras que se comercializan son
de proximidad y el resto no. El 30% de las verduras de proximidad son ecolégicas,
mientras que de las que no son de proximidad solo son ecolégicas el 10%. Si un
cliente elegido al azar ha realizado una compra de una verdura, calcule las siguientes
probabilidades:

a) (1 punto) Probabilidad de que la verdura comprada no sea ecolégica.

b) (1 punto) Probabilidad de que la verdura sea de proximidad o ecoldgica.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién A)

Solucion.

Sean los siguientes sucesos:

X = “La verdura es de proximidad”

E = “La verdura es ecologica”

03 @ a) P(E) = P((X NE)U (YQE))
wodl - poxnt) ik
/ @ = P(X)-P(E| X)+ P(X)- P(E| X)
= 0.7-0. 9=0.
0.1
w@C@ b) P(XUE) = P(X)+ P(E) — P(X N E)

0.9 — P(X)+1- P(E) - P(X)-P(E| X)
@ =074+1-0.76-0.7-03=0.73
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Ejercicio 5 (2 puntos)

normal de media i horas y desviacion tipica o = 10 horas.

para (.

entre 28 y 30 kilémetros.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién A)

El nimero de kilometros que un corredor entrena a la semana mientras prepara
una carrera popular se puede aproximar por una variable aleatoria de distribucion

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 atletas, obteniéndose una
media muestral de 30 kilémetros. Determine un intervalo de confianza al 95 %

b) (1 punto) Suponga que p = 28 kilémetros. Calcule la probabilidad de que al
tomar una muestra aleatoria simple de 10 atletas, la media muestral, X, esté

Solucion.

n=20  _

a) X : N(p,0.1) —— 7 =230
Tabla

l1-a=09 = a=005 = 22=025 = 1—-22=0.975 — 2., = 1.96

10
E:za/Q-;ﬁ:I.%-m:élBS

[.0.95%(,u) - (f — E,T‘i‘ E) — I.C.g5%(/.t) - (2562, 3438)

o 10
— = ——=23.16

Vi V10 )

28 — 28 30 — 28
( >:P(0§Z§O.63)

e,
—
DO
0]
IN
>
IN
w
=
Il

=0.7357 — 0.5 = 0.2357

@)
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Modelo 2021
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Un agricultor dispone de 5 hectareas, como maximo, de terreno para dedicar a la
plantacién de trigo y cebada. Cada hectarea dedicada al trigo le supone un beneficio
de 200 euros, mientras que cada hectarea dedicada a la cebada le supone un beneficio
de 60 euros. Entre ambos cultivos es obligatorio plantar como minimo una hectarea,
v la normativa autonomica le obliga a que el cultivo de trigo ocupe como mucho una
hectarea mas que el de cebada. Represente la region factble, determine las hectareas
que deberia dedicar a cada cultivo para maximizar sus beneficios y obtenga el valor
del beneficio maximo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién B)

Solucion.

Incognitas r = “Hectareas dedicadas al cultivo de trigo”

y = “Hectéareas dedicadas al cultivo de cebada”

= Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su re-
presentacion Dzr+y<5 — (0,5 & (5,0)
@z+y>1 —(0,1) & (1,0)
@rx<y+1 —(54) & (1,0)
z,y >0

» Funcién objetivo f(z,y) = 200z + 60y
= Regidon factible Representamos la

region y calculamos los vértices.

= Optimizacién de F.0. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice

Punto | = | v | f(z,y)
A 01 60
B 019 300
C 3| 2 720
D 110 200

Por tanto el beneficio mdximo es de 720 eu-
ros y se produce destinando 3 hectareas al
cultivo de trigo y 2 al de cebada.
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro

real a:
r+y+z =2a—1

2e+y+az =1
r+ay+z =1

a) (1 punto) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién B)

Solucién.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

11 112a—1
I
A/A*=12 1 a1 1
|
1 a 11 1

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al =—-a*+3a—-2=0 = a={1,2}
s Sia#{1,2} |A#£0 = ran(4) =3 = ran(4*) = n° incég. 2L
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

11 11
|
s Sia=1 = A/A*=|2 1 1.1
|
1 1 111
|A| =0 = ran(A) < 3 y como ) #0 = ran(4) =2
1 11
2 1 1|=0= ran(4*) =2
1 11
Rouche

ran(A) = 2 = ran(A*) # n? incog. = 3 =——= SISTEMA COMPATIBLE INDE-
TERMINADO (Infinitas soluciones)

11 113

|

" Sia=2 = A/A*=|2 1 211
|

1 2 111

|Al =0 = ran(A) < 3 y como

1|7é0 = ran(A4) =2
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1
2 =7#0 = ran(A4")
1

N~
=W

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S19T. INCOMPATIBLE

b) Resolvemos el sistema para a = 0 por el método de Gauss, sabi
estamos ante un S.C.D.

11 111

11
A =210 1 |~|B-2f]|~]|0 -1
|
10 111 Py — Fy 0 -1
=>r—2—-1lp=-1 =| =3/
= (2)—2:=3 = | y=-2
= —y=2 =| z=-1p

METODO DE GAUSS

(No tiene solucién)

endo que como a # 2

1
-2
0

-1
3
2

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas

a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

11 112a—1

11 1 1 2a—1
| |
A/A*=12 1 av 1 ~ | F—=2F |~ 0 -1 a—21—4a+3
| |
1 a 11 1 s — Fy 0 a—1 0 1 2—2a
[ 11 1 1 20—
: a—1 a—1=0=a=1
~ | CoCy | ~ 0 a—2 -1 1—4a+3 = 5_0 5
| J— — —=
i 0 0 a—112-2 ¢ -
1 1 1 10
|
» Sia#1,2=| -1 0 —1:0 | = SiST. COMPAT. DETERMINADO
|
0O 0 O g
1 1 111
|
m Sia=1=] 0 -1 —11—1 | = SisT. CoMP. INDETERMINADO
|
0 0 0 ! 0
11 1 3 SIST. INCOMPATIBLE
|
» Sia=2=1]0 0 —11-=5 [ = (Depende dénde despejes
|
00 212 z=—-102z=25)

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 0.
Hay que recordar que en la discusion por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas Cy <+ Cj3, por lo que las incégnitas y <> z estan intercambiadas.

1 1 11-1\=z-2-1h=-1 =
|

A/A [0 =2 -1 3 | =>-2:—(-2)=3 =
|

00 -112 ) =-—y=2 =

r =3/2
y=-2
r=—1/2

o
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por

2 1 .
z+ar——- ,siz<0
f@) =9 s+1

2 -9

,six >0

a) (1 punto) Determine el dominio de f(x) y calcule el valor del pardmetro a € R
para que f(x) sea derivable en todo su dominio.

b) (1 punto) Para a = 0 determine, si existen, las asintotas de f(x).

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién B)

Solucion.

a) 12 —9=0 = z={-3,3}, pero -3 <0 = Dom(f) =R — {3}
Para que f(z) sea derivable ha de ser continua en x = 0.

1 1
’ Y] 2 I N
10ty o)
, . or+1 1
" Jim fle) =l s =
CF0)=
2x 4+ a ,siz <0
fl(x) = ?—9—-2r-(x+1) —2*—-22-9 ,
5 = 5 ,sixz >0
(2 —9) (2 —9)
, / N _
. xlggl_f(x)—glﬁ%@x—i-a)—a
—x2 -2 -9 9 1
, / 1z ey ey 2
= Jim f(@) = lim (2% — 9)? 81 9
1
Para que f(z) sea derivable en z = 0, y por tanto en Dom(f) = a = ~9

s 1 .
v —— ,six<0

b) Para a = 0 la funcion sera: f(x) = a1

5 ,six >0
x_

» A. Vertical Analizamos los puntos que no pertenecen a Dom(f) = R — {3}.

z+1 _[4} _ Jim flw) = {04] -

o ) i poy = [

0 _—
e 0t

e lim =
=312 —9 i
= o0

m A. Horizontal

O =

y= lim (a2*— ) = 400 = Rama parabdlica

T—r—00
1
T [OO}:O#A.H.eny:O
00

= lim =
y z—4o00 2 — 0
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean C'y D dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(C') = 0.4, P(D) =
0.6 y P(CUD) = 0.8 Calcule:

a) (1 punto) P(C | D).
b) (1 punto) P(COD | C’).

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién B)

Solucion.

Del enunciado tenemos:
P(C)=04 & P(D)=06 & P(CUD)=038

a) P(CUD)=P((C)+P(D)—-P(CND)
— P(CND)=PC)+P(D)—P(CUD)=04+0.6—-0.8=0.2

P(C!D)Zngézo.%
plcapnc) p((Cup)nc) P(eaclbne)
D PENDIC) = e S e T o)
_P(DNC) P -P(CND) _04-02 _
P(C) P(C) 04 7
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Las calorias consumidas por un atleta durante una carrera popular se pueden apro-
ximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media j calorias y des-
viacion tipica o = 300 calorias.

a) (1 punto) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimaciéon de . sea menor de
100 calorias con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Suponga que p = 3000 calorias. Calcule la probabilidad de que al
tomar un muestra aleatoria simple de tamano n = 50 atletas, la media de las
calorias consumidas durante la carrera por los 50 atletas sea mayor que 2700
calorias.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2021 - Opcién B)

Solucion.

a) X :N(1,300) & n=? & E<100 & 1—a=095

b

1-a=095 = a=005 = 22=0025 = 1-2k=0975 ~2% >, =1.96

2
E=zop 5 =196-30 <100 = n > (1.96-30)" = 3457 = | n =35

) X : N(3000,300) 2225 X : (3000, = 42.43)

Sk
w
Bk

Pz

v

—7.07) = P(Z <707) ~1

P(Y > 2700) _ P(Z > 2700 — 3000)

42.43
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Junio 2021
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera la matriz A:

a
A= 0
1

o o4 O
S O =

a) (1 punto) Determine los valores de los parametros reales a y b para los que
A=A"1

b) (1 punto) Para a = b = 2, calcule la matriz inversa de A.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A)

Solucion.

a) A=A — A A=A A —= A =1]
—_—

I

a 0 1 a 0 1 a+1 0 2a 100
AA=] = 00 0 0 b 0 |= 0 b? 0 =10 10
1 0 a 1 0 a 2a 0 1+ad? 0 01
=ad’+1=1 =|a=0
= 20 = =a=0
= b =1 =|b==+1
b) Para a = b= 2 la matriz A es:
2 01 4 0 -2
A=[1020 & |Al=6 & AdjAT=| 0 3 0
1 0 2 -2 0 4
4 0 =2 23 0 —1f3
S T |
Azm-Ade = 03 0 |=] 0 o0
-2 0 4 —13 0 253
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

3+ 4
2 —1

fx) =

a) (1 punto) Determine el dominio de f(x) y calcule sus asintotas.

b) (1 punto) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto
de abscisa x = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A)

Solucién.

a) 12 —1=0 = z=+1 = Dom(f)=R - {-1,1}

= A. Vertical Buscamos las A. V. entre los pun-
tos que no pertenecen al domino de la funcién.
, 3
lim f(z)=|—| =+
»+4 73 rolT L0
lim {} =
z——1 .T,'Q —1 0 r 3
=[] -
lim f(2) = [ -] = —oc
im f(z)=|—| =—
lim &2 [ﬂ o1 0,
r—1 xre — 1 0 s — || =
xligl* f(l') N 0+ oo
344
» A.Horizontal gy = lim vt {OO] +too=> A AH
r—odoo 2 — 1

= A.Oblicua sera una recta de la forma y = mx +n

o fle) 2P +4 Joo
m = lim —= = lim —{}—1
T—00 x x—)oox3_x o0
, [P+ R e
Tme@wmﬂ%@_—ﬂim>xhl
44z 00
=l 5= ] o0
Luego hay una asintota oblicua en y = x
b) 20 =0 = yo = f(x) = f(0) = =4 = (20,50) = (0, —4)
32 2?4+ 4 x- (23— 3z —8
() = (O —1) - g ) 2w x-( ) )
(z? = 1) (2% — 1)
= f'(zo) = f'(0) =0
r=y—yo=my - (x—29) = y+4=0-(z—-0) = |[r=y=—4
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(m):{:ﬁ—cw siz <1

Inx six>1

denotando por In la funcién logaritmo neperiano.
a) (1 punto) Determine para qué valores de a la funcion f(x) es continua en R.

b) (1 punto) Para a = 1, halle el drea de la regién acotada delimitada por la funcién
f(z), el eje de abscisas y las rectas © = —1, x = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A)

Solucion.

a) = Siz<1, f(r)=2*— ax, que es continua en R, porque es un polinomio

» Siz > 1, f(z) =Inz, que es continua en x > 0, luego continua en x > 1.

n Siz=1
, T 2 1
. wlg{lﬁf(:v)—glclg%(x aa:)—l a
. x£T+f(x):£%1nx:O
e f(1)=1-a

Para que la funcién sea continua en x = 1 se tiene que:

lim f(z) = lim f(z)=f(1) = 1—a=0 = |a=1

r—1- z—1t

-z sizx<l1

b) Para a =1 la funcién es f(z) = _
Inx sixz>1

Como nos piden el area delimitada por las rectas verticales + = —1 y z = 0,
estaremos en todo momento en la rama f(z) = 2% — z.
Hallamos los puntos de corte de la funcién con el eje OX: 22—z =0 = z = {0, 1}.

Lo que define un tnico recinto de integracion A(—1,0).

A:/_01f1(1:)d:1::/_01(:c2—:c)dx: x;—‘i}::—(—;—;> :2

Area = |A| = ZU2

2

z"—z siz<1
z) = =<
! /(@) {lnz siz>1
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Ejercicio 4 (2 puntos)

E160% de los empleados de una multinacional teletrabaja desde que se declaré la
situacién de emergencia sanitaria por Covid-19. De estos, el 30 % padece trastornos
del sueno, mientras que este porcentaje se eleva al 80 % para aquellos empleados que
no teletrabajan. Seleccionado un empleado al azar, calcule la probabilidad de que:

a) (1 punto) No tenga trastornos del suero y teletrabaje.

b) (1 punto) No teletrabaje, sabiendo que no tiene trastornos del sueno.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos

T = “El empleado teletrabaja”

S = “El empleado tiene trastorno del sueno”

0.3 <:> a) P(SNT)=P(T)- P(S|T)

—0.6-0.7 = 0.42
0.0 o7 <:> P(TNS) ® 0.4-0.2

/////) b) P(T|S) = 205 o =016
04 0.8 <:> ® P(S)=P((T'NS)U(TNS))
=P(TNS)+P(TNS)

P(
= P(T)-P(S | T)+P(T)-P(S | T)
<:> 0.6-0.7+0.4-02=0.5
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Se quiere evaluar el uso de las redes sociales por parte de los menores de 14 anos.

a) (1 punto) Se toma una muestra de 500 menores de 14 anos, de los cuales 320
tienen cuenta en alguna red social. Calcule el intervalo de confianza al 96 % para

estimar la proporciéon de menores de 14 anos que tienen cuenta en alguna red
social.

b) (1 punto) Suponiendo que la proporcién poblacional es P = 0.5, determine el
tamano minimo necesario de una muestra de menores de 14 anos para garantizar
que, con una confianza del 95%, el margen de error en la estimacién no supere

el 5%

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A)

Solucion.

a) n=500 & p=

320
500
Tabla

l1-a=09 = a=004 = 2¢2=0.02 = 1—-92=098 —= 2z, = 2.055

W, 0.64-0.36
E =z |22 = 2055 ,/7500 — 0.0441
n

I.Cosn(p) = (p— E,p+E) = | I.C.y%(p) = (0.5959; 0.6841)

=064 & G=1-p=036 & 1—a=0096

b) p=05 & ¢g=1-p=05 & 1—-a=095 & E <0.05

: 0505
E:za/g-,/f%=1.96~,/ <005 = n>384.16 = | n =385
n

1—a =095 = a=005 = ok =002 — 1—ok=0975 =22 -, = 1.96

342
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Junio 2021
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:

r+y—z=-1
r—y+a’z=3
2r —y+z2=4

a) (1 punto) Discuta el sistema en funcién de los valores del parametro a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 1 —11-1
|

A/A* =11 -1 a* 1 3
|

2 -1 1 1 4

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al =3a-3=3(a®~1) =0 = a={-1,1}
s Sia#{-1,1} |A #0 = ran(4) = 3 = ran(4*) = n° incog. S2hrey
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 1 —-1-1
|
» Sia=—-1Va=1 = A/A*=| 1 -1 1 3
|
2 -1 1+ 4
1
|Al =0 = ran(A) < 3 y como . #0 = ran(A4) =2
1 1 -1
1 -1 3 |=0 = ran(4*) =2
2 -1 4

ran(A) = 2 = ran(4*) # n®incog. = 3 22ty  SisTEMA COMPATIBLE

INDETERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss. Sabiendo que estamos
ante un S.C.I. solo es necesario resolver las ecuaciones correspondientes al menor de
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orden 2 distinto de cero encontrado en la discusion.

Y7L B Y IO B
1 -1 1.3 0 -2 214
St (A—2) - A=-1 = | z=1

= 2y+2X=4 = | y=2—-2,2eR

By — Fy

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

1 1 —11-1 1 1 —11-1
| |
A/A*: 1 -1 a®>1 3 ~ FQHFg ~ 2 —1 114
| |
2 -1 1 1 4 1 -1 a1 3
I 1 1 =1 -1
|
~ F2—2F1 ~ 0 -3 3 16 ~ 3F3—2F2
I
_Fg—Fl 0 -2 CL2+1'4
= 3062 -3 =0
~l0o -3 3 16 |= —
| —
0 0 3a2-31 0 ¢
1 1 —11-1
|
» Sia#{-1,1} = A/A*=| 0 -3 3 1 6 | = Sist. CoMP. DETER.
I
00 010
1 1 —11-1
I
» Sia=1Va=-1=A/A*=| 0 -3 3 1 6 | = Sist. ComMP. INDET.
|
00 010

b) La resolucién del sistema para a = 1 no tiene diferencias respecto a lo que hemos
hecho anteriormente.
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Un almacén de frutos secos tiene un saco de 50 kg de almendras y otro de 25 kg de
avellanas. Quiere mezclarlos para preparar bolsas mixtas para su venta. La cantidad
de almendras de la mezcla ha de ser como minimo 1.5 veces la cantidad de avellanas.
Ademas, para que le sea rentable la preparacion, debera vender al menos 60 kg entre
ambos tipos de frutos secos. Por otra parte, no puede vender mas de 70 kg entre
ambos. Represente la region factible. Calcule la cantidad de cada fruto seco que ha de
contener la mezcla para obtener el maximo beneficio si un kg de almendras le deja un
beneficio de 1 € y un kg de avellanas de 2 €, y obtenga el beneficio que se obtiene con
la venta de esta mezcla.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B)

Solucion.

» Incégnitas = “kg de almendras en la mezcla”

y = “kg de avellanas en la mezcla”

= Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion

O x> 1.5y — (0,0) & (40,60)
@x+y>60 — (0,60) & (60,0)
®@x+y<7 —(0,70) & (70,0)
@z <50 — (50,0)
Gy <25 — (0,25)
z,y >0
» Funcién objetivo flzy) =z +2y
= Regidn factible
Representamos la region y 4 y
calculamos los vértices. “
y =25 B\(37.5¢85) \ C: (43, 25)
» Optimizacién de F.O. - A: (36, 24)
Evaluamos f(z,y) en cada } : (50, 20)
vértice
15 xr = 151}
Punto | = | vy | f(z,y) 7ty =060
A 36 | 24 84 10
B 375|125 | 87.5 5 =50
C 45 | 25 95
D 50 20 90 5 10 15 2 25 30 3 40 45 P 55 6 65 70
E 50 | 10 70

Por tanto el mdzimo beneficio sera de 95 euros y se produce con una mezcla de 45 kg de
almendras y 25 kg de avellanas.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real, definida f(z) = (2? — 3) - €.

a) (1 punto) Obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y de-
termine sus extremos relativos indicando si corresponden a maximos o minimos.

2

b) (1 punto) C’alcule/1 e “f(z)dx

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B)

Solucion.

a) Hallamos los puntos singulares de la funcién:

2
, 5 . *—2r+3=0 = x={-3,1}
= (22 +20-3) " =0 =
@) (a: ’ ) ¢ {emzo — % Sol.

Lo que define tres entornos (—oo, —3), (—=3,1) y 1, +oc.

Signo f'(z) + . +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(z)
a ¢ a

La funcion f(x) es creciente en (—oo, —3)U(1,400) y decreciente en (—3,1), y tiene
un mdzximo relativo en (—3,6/e3) y un minimo relativo en (1, —2e).

b) /126xf(x)d:v:/fe“~(x2—3)-ezdx:/12(a:2—3)dx: a;;—?)xr

3-9-G-9)- |
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tales que:
P(A) =05 & P(B|A)=04 & P(AUB)=09

a) (1 punto) Calcule P(B | A).

Justifique la respuesta.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B)

b) (1 punto) Determine si son dependientes o independientes los sucesos A y B .

Solucion.

P(BNA) P(BNA)
P(A) 0.5
P(BNA)=PA)—P(ANB)=05—-P(ANB)=02 = P(ANB)=0.3

P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANDB)
UB)+PANB)—P(A)=09+03-0.5=0.7

a) P(B|A) = =04 = P(BNA)=04-05=0.2

_ P(BNA) P(B)-P(ANB) 07-03
PBI4) = P(A) 1— P(A) =105 U8
b) P(ANB)=0.3 P(ANB)+# P(A)- P(B)
P(A)-P(B)=0.5-0.7=0.35 Ay B no son independientes

i https://aprendeconmigomelon.com
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EI consumo diario de pan de un estudiante de secundaria sigue una distribucion

normal de media p y desviacion tipica 20 gramos.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de tamaio 36. Calcule la pro-
babilidad de que la media muestral X no supere los 125 gramos si p = 120
gramos.

b) (1 punto) Sabiendo que para una muestra aleatoria simple de 81 estudiantes de
secundaria se ha obtenido el intervalo de confianza (117.3444;124.6556) para p,
determine el nivel de confianza con el que se obtuvo dicho intervalo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B)

Solucion.

a) X = "Consumo de pan (kg)”

I 20
X : N(120,20) =% X . V[ 120, —— = 3.33
( ) %

125 — 120

P(X <125) = P(Z
(X < 129) << 3.33

) — P(Z < 1.5) = 0.9332

b) n=81 & I.C.(117.3444;124.6556)

117.3444 + 124.6556 124.6556 — 117.3444
7= i —121 & E= — 3.6556
2 2
3.6556 - /81 abla
E=tap— = 2= V20 645 L%y | _ap = 0.95
NLD 20

1—0ah=095 = 2 =005 = a=01 = |1—-a=09=90%
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Curso 2020/21

Junio 2021 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices:

6 3
A= 4 & B =
2 a 6 2

a) (1 punto) Determine los valores del parametro real a para los que la matriz A
no es invertible.

b) (1 punto) Para a = 1, calcule la matriz inversa A~' y obtenga la matriz X tal
que AX = B.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

a) [A|=2a>-8=0 = a=42 = PA'sia=42

1 26 2 -4 0
b) Paraa=1: A=] 2 1 4 & |Al=-6 & AdjA=| -6 -6 3
216 2 8 =3
2 —6 2 -1 1 —1j3
1 AT 1
AT = T AdjA" = 5 -4 -6 8 | = 23 1 —4B
0 3 -3 0 —lk 1f

A-X=B —= A1 AX=A4"1"B = X=A4"'-B
I

. 2 -6 2 3 /3
X=—oo| —4 =6 8 |- 4]|=]| 95
0o 3 =3 2 —1
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

3

f(x):m

a) (1 punto) Calcule las asintotas de f(x).

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) = A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre las raices del denominador

1—-2)?=0= 2=1

) 1
.t 1 Jm fe) = o) =+
e Lol T i
T —x , N
i, =[] -
= A. Horizontal :
=[] ko3 A il
= m ————=|—| = (0.¢} AT 1
Y z—rE00 (1 — 13)2 oo 10 !
= A. Oblicua Serd una recta: y = mx +n Tl
o !
3 i
m:ﬁmmzlimx:[m ~1 9!
z—+oo v—otoo 3 — 222 + 1 (©.¢) f
3 s
n= lirin (f(:v) - m:zs) = 1irin [2 — :Jc] 7 i
rEee rrEee (1—1‘) 5 4 8.,%2 0 P72 3 4 s 8 7
I v Ny Ve o 22—z Py 1o =1
= lim 5 = lim L 21|
r—Foo (1 _ iIZ') z—too 4+ 2 L !
4
00 -6 : Q
Luego hay una asintota oblicua en y = = + 2. : B

b) Determinamos los puntos singulares:

3x2-(1—x)7‘{+$3-2-ﬂ/v/f7_3x2—a:3
1— A3 (1 —2)3

fl(z) = =0=2"3-2)=0=1={0,3}
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(—00,0) (0,1) (1,3) (3, 4+00)

Signo f'(z) + + - +
(@) Creciente | Creciente | Decreciente | Creciente

i / / \ /

Luego la funcién f(x) es creciente en (—oo,0) U (0,1)U (3, +00) y decreciente en (1, 3)
y tiene un minimo relativo en (3,27/4)

Ejercicio 3 (2 puntos)

Sea f(x) = x* 4+ ax donde a es un pardmetro real.

a) (1 punto) Determine el valor de a para que la funcién tenga una primitiva F(z)
que verifique F(0) =3 y F(2) = 9.

b) (1 punto) Para a = —2, calcule el area de la regién acotada del plano delimitada
por la grafica de f(x), el eje de abscisas y las rectas = 0, z = 3.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
3 2
_ _ 2 _xr o
a) F(a:)—/f(x)dx—/(x +ar)de =T+ -+ C
F)=3 = C=3 5

8 5
F2)=9 = §+2a—i—C:9 — a=g
b) Paraa = -2 = f(x) =2? — 2z
Hallamos los puntos de corte con el eje OX: 22 —2r =0 = z = {0,2}
Lo que define dos recintos de integracién A; = (0.2) y Ay = (2,3)

A1=/02f(93)d$=/02($2—2x)da::f—lez:(§—4>—0:—g
3

’ ? x ’ 8\ 4
— _ 2 o 2| B
A2-/2 f(a:)dx—/z(x —2x)dm_3—1;]2_(9_9)_<_3>_3
4 4 8
rea =i+ |4 = |=3| +|3| = 5 u

3

2| flz)=2"— 2

—
-1 0 1 2 3 4

-1
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Una urna contiene 9 bolas blancas y 3 negras. Se seleccionan al azar consecutiva-
mente y sin reemplazamiento dos bolas. Calcule la probabilidad de que:

a) (1 punto) La segunda bola seleccionada sea negra.

b) (1 punto) Ambas bolas seleccionadas sean negras, dado que la segunda bola
seleccionada es negra.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sea el suceso:

N; = "Sacar una bola negra en la extracciéon ¢”

_ 3 2 9 3 1

P(N,) = PNy AN,) - P(Ny AN, = > . 24 2 .2 _
8) P(N2) = PNy No) + PINYOINo) = 5 7+ 150 17 = 5
P((N,AN))NNy)  P(NNN) 2.2

b) (V1 Ny | Ny = DO - S ) da -2

Ejercicio 5 (2 puntos)

Una maquina de empaquetar mantequilla la corta en barras. El peso de una ba-
rra de mantequilla se puede aproximar por una distribuciéon normal de media p y
desviacion tipica 4 gramos.

a) (1 punto) Se analiza el peso de 15 barras. La media muestral resulta ser 254
gramos. Determine un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para la media
poblacional.

b) (1 punto) Para una muestra de 25 barras, se sabe que la media poblacional del
peso de una barra de mantequilla es 250 gramos. Calcule la probabilidad de que
la media muestral no sea menor que 248 gramos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién. X = "Peso barra mantequilla (gr)” & X : N(u,4)

a) X : N (p,4) 2= 7 =254
1-a=095 = a=005 = o2=0025 = 1-ak=0975 ~2% 2, =1.96
o 4
E=Zap —==196- —— =2.024
P n V15

I.Co59(p) = (T — E;E+ FE) = | I.C.o59(n) = (251.98; 256.02)

b) X : N(250,4) =25 X : N, %) = N(250,0.8)
248 — 250

P(X > 248 :P<Z>
(X = ) - 0.8

> = P(Z>-25)=P(Z < 2.5) =0.9938

e}
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Junio 2021 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

a) (1 punto) Represente la regién S del plano delimitada por las inecuaciones
2r+y<1l & 0<y<2 & z2+y<3 & x>0
y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Determine el maximo y el minimo de la funcién f(x,y) = x +y sobre
la region S.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Solucion.

Region Factible Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su re-
presentacion

O —2z+y<1 —(0,1) & (2,5
@®0<y<2 —(0,2)
@r+y<3 —(0,3) & (3,0)
x>0

Funcién objetivo
flzy) =z+y

Regidén factible Representamos la

region y calculamos los vértices. v
}\ D: (1,2) y=2
) C:(0.5,2)
Optimizacién de F.O. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice /

/'—2x +y=1
B: (0, 1)

Punto y | flz,y) ,
A 0 0 /
B 1 1
C 0.5 2 2.5 E: (3,0
D 1|2 ; : : .
A: (0, 0) \
E [3]0

Por tanto el minimo de f(x,y) se produce en A(0,0) y vale 0, mientras que el mdzimo se
produce en los puntos D(1,2) y E(3,0) y vale 3.
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se desea rellenar una pinata para un cumpleanos con juguetes de 1, 2 y 5 euros. Por
cada cinco juguetes de 5 euros debe haber un juguete de 2 euros, por cada dos juguetes
de 2 euros debe haber tres de 1 euro. Si para rellenar la pinata se compran juguetes
por valore de 228 euros, jcuantos juguetes de 1, 2 y 5 euros habria que comprar para
introducir en la pinata?

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

Sean las incégnitas:

"N€ de juguetes de 1 €7
"N¢ de juguetes de 2 €”
z = "N® de juguetes de 5 €”

8
Il

Del enunciado tenemos:

z
5 Y 2+ 2y + 5z = 228
y T
§:§ = oy—2z=10
2¢ — 3y =0
x+ 2y + bz = 228
Resolvemos el sistema por el método de Gauss:
1 2 5 1228 1 2 5 122
| |
A/A*=]10 5 —-1: 0 ~ ~1 0 5 =11 0
| |
2 =3 010 3 —2F, 0 —7 —101 —456
12 5 1 228 \ =>2+2-845-40=228 = | o=12
|
~ 05 —11 0 =5y—40=0 =| y=28
|
5F5 + TF, 0 0 —571-2280 /] = —57z = —2280 = | 2=40
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por

b
f(x) :azc2+§+2a:

donde a y b son parametros reales.

a) (1 punto) Calcule a, b para que la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto
(1,2) sea paralela a la recta y = —4x

b) (1 punto) Determine todos los valores de a y b para que f(x) tenga un punto de
inflexion en el punto (1,2).

(Madrid - Mateméaticas CCSS - Junio 2021 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) (zo,%)=(1,2) = f(1)=2 = a+b+2=2 = @a+b=0
, b
f(a:):2ax—ﬁ+2

my = f(xg) =f(1)=—4 = 2a—b+2=—-4 = @®2a—b=—6

a+b=0 } a=—2
—

20 — b= -6

(z0,%0) = (1,2) = f(1) =2

— @a+b=0
2b
f”(x)cht—i—? — f"(1)=0 = ®2a+20=0

a=—b
O
Ejercicio 4 (2 puntos)
2 1 4
Sean A y B dos sucesos con:  P(A) R & P(B) = & P(A|B)= E
a) (1 punto) Calcule P(AN B).

b) (1 punto) ;Son A y B incompatibles?

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Para que una determinada marca de chocolate estudie entre sus clientes la demanda
de sus cajas de bombones, se desea estimar la proporcion de cajas grandes en relacion
al nimero de cajas de bombones vendidas, P.

a) (1 punto) Sabiendo que la proporcién poblacional de la demanda es P = 0.2,
determine el tamano minimo necesario de una muestra de ventas de cajas de
bombones para garantizar que, con una confianza del 99 %, el margen de error
en la estimacion no supera el 8 %.

b) (1 punto) Tomada al azar una muestra de 200 cajas de bombones vendidas, se
encontré que 25 habian sido cajas grandes. Determine un intervalo de confianza
al 95 % para la proporcién de cajas grandes en relacion a la venta total de cajas
de bombones.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2021 - Opcién B - Coincidentes)

Solucién.
P = "Proporcion de cajas grandes sobre el total”

a) n =" & p=0.2 & g=1—p=0.8 & 1—a=0.99

1—a=099=a=001=o=0005=1—ak=0995 1%, ;. —2575

: 0.2-0.8
E =z =2575- <008 => n > 16577 = |n = 166
n n

25
200
Tabla

1-a=09 = a=005 = 22=0.025 = 1-2/2=0.975 —— 2., = 1.96

0125 0875
E =z ,/ - 196,208 _ 046

ICg5%< ) (p E; p+E — 1095%( ) (O 079 0. 171)

b) n=200 & p=-—-=0125 & G=1—p=0875 & 1—a=0095
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Julio 2021 (Extraordinario)

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
a 1 1 —2
Se consideran las matrices A= —1 2 0 v B= 1
0 —a -1 —1

a) (1 punto) Calcule los valores del parametro real a para los cuales la matriz A
tiene inversa.

b) (1 punto) Para a = 2 calcule, si existe, la matriz X que satisface A- X = B.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién A)

Solucion.

a) [Al=—-a—-1=0 = a=-1 = JA'VaeR-{-1}

2 1 1
b) Paraa=2lamatriz A= -1 2 0 & JAl=-2-1=-3
0 -2 —1
-2 -1 2 . . -2 -1 =2
AdjAT = -1 -2 4 | = A*:W-AdeT:—g- -1 -2 -1
-2 -1 5 2 4 5

A-X=B =— A" AX=A"1"B = X=A"1'B
I

(212 —2 (0 —5/3
X = —— . —_ —_ — . = —— = _1

. 1 -2 -1 1 2| 1 /3

2 4 5 ~1 -5 5/3
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Una empresa tecnolégica se plantea la produccion y lanzamiento de dos nuevos
cables de fibra optica, el modelo A2020 y el modelo B2020. El coste de producir un
metro del modelo A2020 es igual a 2 euros, mientras que el coste de producir un
metro del modelo B2020 es igual a 0.5 euros. Para realizar el lanzamiento comercial
se necesitan al menos 6000 metros de cable, aunque del modelo B2020 no podran
fabricarse mas de 5000 metros y debido al coste de produccién no es posible fabricar
mas de 8000 metros entre los dos modelos. Ademas se desea fabricar una cantidad de
metros del modelo B2020 mayor o igual a la de metros del modelo A2020.

a) (1 punto) Represente la region factible y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) (1 punto) Determine el niimero de metros que deben producirse de cada uno de
los modelos para minimizar el coste.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién A)

Solucién.

Solucion.

» Incdgnitas x = “m de cable A2020”
y = “m de cable B2020”

= Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su re-

presentacion
O x+y > 6000 — (0,6000) & (6000,0)
@ y < 5000 — (0,5000)
® x +y <8000 — (8000,0) & (8000,0)
@Dyzw — (0,0) & (5000, 5000)
z,y >0

» Funcidén objetivo f(z,y) =22+ 0.5y

i - : ,
» Regidén factible Representamos la e N =0 NG
> L B: (1000, 5000)
region y calculamos los vértices.
4000 T4y = 6000 D: (4000, 4000)
s Optimizacién de F.O. Evaluamos
f(z,y) en cada vértice 2000 'A: (3000, 3000)
z +y = 8000
Punto | = y | f(z,y) y==
A | 3000 | 3000 | 7500
B 1000 | 5000 | 4500
C 3000 | 5000 | 8500 \
D | 4000 | 4000 | 10000 o,
1000 2000 3000 4000 5000 &

Por tanto el coste minimo es de 4500 euros y se produce con una produccion de 1000 m
de A2020 y 5000 m de B2020.

358 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2020/21

Ejercicio 3 (2 puntos)

Dada la funcién real de variable real definida por:

?—x—1 siz<3

f@) = {3

T

sixz >3

a) (1 punto) Determine el valor del pardmetro real a para que la funcién f(z) sea
continua en todo su dominio. jPara ese valor de a es f(x) derivable?

b) (1 punto) Para a = 1, calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la
funcién en el punto de abscisa x = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién A)

Solucién.
a) Continuidad:

» Siz <3, f(z) =2%— 2 — 1, que es continua en R, porque es un polinomio

a
» Sixz >3, f(r) = —, que es continua en R — {0}, luego continua en x > 3.
x

n Siz=3
xligl_ flz) = il_{%(ﬁ —r—1)=5 f(x) sera continua en z = 3 si:
3 1 p— 1 p—
lim f(x) — lim 2a —a — xligl_ f(x) xlggﬁr f(l'> f(3)
r—31 =3 I
F0)=5 — [a=5
Derivabilidad: Para a = 5 la funcién sera:
2?—r—1 sizx<3 20 —1 siz <3
flz) =415 . = flla)=¢ 15
— six >3 - six>3
x x
f'(37)=5 G Como f/(37) # f/(31)
f'(3%) = —3 f(z) no es derivable en x = 3

b) Para a =1 la funciéon f(z) sera:

2—r—1 siz<3 i ?—z—-1 siz<3
f(%): 1 . f(l {i six >3
— six >3
T
o =1 = yo = fi(wo) = fi(1) = ~1 !
= (70,%) = (1, 1) :
filz) =22 —1

me = filzs) = (1) =1 \\ oot
r=y—yo=m, - (r— x0) 2

y+1l=1-(z—-1)
r=y=x—2

g
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que
P(A) =05 & P(B)=0..8 & P(AUB) =109
a) (1 punto) Estudie si los sucesos A y B son independientes.

b) (1 punto) Calcule P(A | B).

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién A)

Solucién.

a) P(B)=08 = P(B)=1-P(B)=1-08=02
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=09 = P(ANB)=0.1
P(A)-P(B)=0.5-02=0.1
P(ANB)=0.1=P(A)- P(B) = Ay B son sucesos independientes.

= PANPB) PAUB) 1-P(AUB)
NPAIER = "m T T T RE T D)
1= [P(A)+P(B)=P(ANB)|  1-(05+02-01) 04 s
B P(B) B 0.8 08
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Ejercicio 5 (2 puntos)

EIl peso de los huevos producidos en una granja avicola se puede aproximar por
una variable aleatoria de distribucion normal de media j gramos y desviacion tipica
o = 8 gramos.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 huevos, obteniéndose una
media muestral de 60 gramos. Determine un intervalo de confianza al 95 % para

I
b) (1 punto) Suponga que p = 59 gramos. Calcule la probabilidad de que al tomar

una muestra aleatoria simple de 10 huevos, la media muestral, X, esté compren-
dida entre 57 y 61 gramos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién A)

Solucion.

X = "Peso de los huevos (gr)” & X : N(y,8)
a) X : N(u,8) =% 7 =60

l1-a=09 = a=005 = ¢2=0.025 = 1—22=0.975 Labla Zasy = 1.96

o 8

E =z, - ﬁ = 1.96-ﬁ = 3.506

[.0.95%(,u) = (f — E,T + E) — I.C.g5%(/.t) = (56494, 63506)

n=10 . ~» 8
b) X : N(59,8) =% X N<59, \/ﬁ>
57 — 59 61 — 59
8/@ <S4S 8/@
= P(Z < 0.79) — P(Z < —0.79) = P(Z < 0.79) — P(Z > 0.79)
= P(Z<0.79)— [1 = P(Z <079)] =2 P(Z < 0.79) — 1
=2.0.7852 — 1 = 0.5704

P(B7< X <61) = P( ) = P(-0.79 < Z < 0.79)
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Julio 2021 (Extraordinario)
OPCION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+2ay+2=0
—xr—ay =1

—y—z=—a
a) (1 punto) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro real a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = 3.

(Madrid - Matemaéticas CCSS - Julio 2021 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 2 110
|

AJA*=| =1 —a 011
|

0 —1 —11—q

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

Al=—a+1=0 = a=1

» Sia#1 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incdg. fouche . SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 2 10
|
» Sia=1 = A/A*=] -1 -1 0 1
|
0O -1 —-1:-1
|A] =0 = ran(A) < 3y como _ #0 = ran(A4) =2
1 2 0
-1 -1 1 |=0 = ran(4*) =2
0 -1 -1

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incdg. = 3 Houche » S1sT. COMPATIBLE INDETER-

MINADO (Infinitas soluciones)

362 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2020/21

b) Resolvemos el sistema para a = 3 por el método de Gauss, sabiendo que como a # 1
estamos ante un S.C.D.

L0 1 6 1

1 6 1. 0
AJA =] =1 =3 011 |~|FB+FR|~]0 3 1.1
0 -1 —1:-3 0 -1 —11-3
16 110\ =0-6+4=0 =] 2=2
~ ~lo3 11 |23y+4=1 =] y=-1
3F, + Fy 00 —21-8) =—2:=-8 = 2=

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

1 2 110 1 1 210
| |
A/A*: -1 —a 01 ~ CgHCg ~ -1 0 —ar 1
| |
0 -1 —11—a 0 -1 —11—a
1 1 2410
| at—1/
~| B+ F |~ 0 1 a 1 ¢N/
|
0 -1 =11 —a Fs + F
11 2a 1+ O
| a—1=
~1 0 1 a 1+ 1 :>{ n
| =
00 a-11-aqa ¢
11 010
|
n Sia#1=A/A*=| 0 1 Or1 |= SisT. COMP. DETERMINADO
|
00 o0
11210
|
» Sia=1=A/A*=| 0 1 111 [ = SiST. COMPATIBLE INDETERMINADO
|
00 010

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 3.
Hay que recordar que en la discusion por el método de Gauss hemos intercambiado
las columnas Cs <+ C3, por lo que las incégnitas y <> z estan intercambiadas.

610\ =2244-6=0 = | =2
|

AJA 001 311 | =2-3=1 =| 2=4
I

00 2 =2/ =2y=-2 =| y=-1
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real f(x) =

3 — 222

(z —1)?

a) (1 punto) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).

b) (1 punto) Determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién B)

Solucion.

a) (x—12?=0 = =1 = Dom(f)=R - {1}

= A. Vertical Buscamos las asintotas verticales en los puntos que no pertenecen

al dominio de la funcién

, -1
tim &2 [—1] | Sw =g = e
=1 (z—1)2 L0o) ], -1
= A. Horizontal
. ad— 22 00 of
v= i oy () s R A |
= A. Oblicua Serd una recta: y = mz +n . :
3 _ 92 1 s
mzﬁmm:ﬁmwz[w}zzl |
z=Eoo g z—too (13 — 222 4+ 00 1 AN
) .2 — 222 Ll 22
n= lim (f(z)—mz)= lm [@_1)2 - f”] Sl e
L B2 2 ) —x <
= lim = llm ——— s |
T—Fo00 (gj — ]_)2 T—Fo0 (1‘ — 1)2 :
:{OO]ZO:A.O.eny:a: |
00
b) Hallamos los puntos singulares de la funcién:
() (B2 —dz) - (=12 — (2% — 222) - 2 (2—1] 2% — 322 + 4w 0
€Tr) = = =
(z — 1)/3 (x—1)3

-3t +dr =0 = z-(2*-3r+4) =0 =

(—00,0) (0,1) (1, +00)

Signo f'(x) + - +
(@) Creciente | Decreciente | Creciente

i / \ /

z=10
2?2 —3x+4=0= 3 Sol.

|

La funcién f(z) es creciente en
(—00,0) U (1, +00) v decrecien-
te en (0,1), y tiene un mdzimo
relativo en (0,0).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

f'(x) = 32 + 8x

Se sabe que la derivada de una funcién real f(x) de variable real es:

a) (1 punto) Determine la expresion de f(x) sabiendo que f(1) = 11.

b) (1 punto) Determine los maximos y minimos locales de f(x), si los hubiera.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién B)

Solucion.

a) f'(z) =322+ 8z = f(x):/f’(az)da::/(3x2+8x>d:1::933+4:v2+0

fl)=1 = 1444+C=11 = C=6 =

f(z) =2+ 42° + 6

b) Hallamos los puntos singulares de la funcién:

fl(r) =3 +8r=2-32+8) =0 = {

z=0
3:+8=0 = x=-83

(—OO, _8/3) <_8/3> O) (07 +OO)
Signo f'(z) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente
f(x)
a ¢ a

La funcion f(z) es creciente en (—oo, —8/3) U (0,400) y decreciente en (—8/3,0), y

tiene un minimo relativo en (0,6) y un mdzimo relativo en (—8/3,418/27).
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Un colegio tiene alumnos matriculados que residen en dos municipios distintos, A
v B, siendo el nimero de alumnos matriculados residentes en el municipio A el doble
de los del municipio B. Se sabe que la probabilidad de fracaso escolar si se habita en el
municipio A es de 0.02, mientras que esa probabilidad si se habita en el municipio B
es de 0.06. Calcule la probabilidad de que un alumno de dicho colegio elegido al azar:

a) (1 punto) No sufra fracaso escolar.

b) (1 punto) Sea del municipio A si se sabe que ha sufrido fracaso escolar.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “El alumno reside en el municipio A”
B = “El alumno reside en el municipio B”

F = “El alumno tiene fracaso escolar”

P(A)=2-P(B) - ) E
P(A) + P(B) = 1 } = 2:P(B)+P(B)=1 = P(B)=; = P(4) =7
0.02 a) P(F)=P((ANF)U(BNF))
2/ 0.08 =P(ANF)+P(BNF)
/ ‘ @ = P(A)-P(F | A)+P(B)-P(F | B)
2 1
= 0.98+ - - 0.94 = 0.967
3 3
1/3 0.06
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo necesario para cumplimentar un test psicotécnico se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media p minutos y desviacion
tipica 0 = 3 minutos.

a) (1 punto) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de j sea menor de 1
minuto con un nivel de confianza del 95 %.

b) (1 punto) Suponga que p = 32 minutos. Calcule la probabilidad de que al to-
mar una muestra aleatoria simple de tamao n = 16 pruebas, el tiempo medio
empleado en su realizacion, X, sea menor que 30.5 minutos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Julio 2021 - Opcién B)

Solucion.

X = "Tiempo para hacer el test (minuotos)” & X :N(w3)

a) n=" & E<1 & 1-—a=095

1—a =095 = a=005 = as=0025 = 1—ap=0975 2%, ;. —196
3
E =z ——=196-—— <1 = n>(1.963)° = 34.57 = | n =35

v Vi

. n=16 =~ . i _
b) X.N(32,3)—>X.N<32, \/E> N (32,0.75)

30.5 — 32
0.75

=1-0.9772 = 0.0228

P(X<30.5):P(Z< >:P(Z<—2):P(Z>2):1—P(Z<2)
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Curso 2021 /22

Modelo 2022

/
OpPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
2
Se considera la matriz A= | 1
0 1 1

a) (1 punto) Determine los valores del pardmetro real a para los cuales la matriz A
es invertible.

b) (1 punto) Calcule, para a = 0, la matriz inversa A~'.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién A)

Solucion.

a) |A|=2a—4=0 = a=2. PorloqueJA™!, Va e R — {2}

211
b) Paraa=0,lamatrizA=| 1 0 2 & |Al=2-0—4=—-4
011
-2 -1 1 ] ] -2 0 2
AdjA=] 0 2 =2 :A‘lzm-AdeT::l- -1 2 =3
2 =3 -1 1 -2 -1
10 —1lp
Al = 14 1 3/
—ly 1p 1

369
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea S la regién del plano definida por:
r+y>3 & 20+y<8 & rz4+2y<10 & x>0 & y>0

a) (1 punto) Represente gréficamente la region S y calcule las coordenadas de sus
vértices.

b) (1 punto) Obtenga el valor maximo de la funcién f(x,y) = 2x + 3y en S, indi-
cando el punto de la regiéon en el cual se alcanza el maximo y el valor maximo

alcanzado.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién A)

Solucion.

» Regidn Factible Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su re-
presentacion

Qx+y>3 —(0,3) & (3,0)
@2r+y<8 —=(0,8) & (4,0)
®@r+2y<10 —(0,5) & (10,0)
z,y >0

» Funcién objetivo flz,y) =2z + 3y

= Regidon factible Representamos y
Sy hallamos los vértices. }

= Optimizacién de F.O.
Evaluamos f(z,y) en cada vértice

Punto | = | y | f(x,y)
A 0 3 9
B 015 15
C 2|14 16
D 410 8
E 310 6

Por tanto la funcion factible f(x,y) tie-
1 Axd igual a 16 0 1 2 3 5 6 7 & 8

ne un valor maximo igual a que se E:-(a\,@;\

produce en el punto C'(2,4).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real f(x) = /1 + 2.

a) (1 punto) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto
de abscisa x = 0.

b) Calcule
1
/ 2z - f(x)dx
0

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién A)

Solucién.
a) Recta tangente en x =0
z0=0 = yo = f(z0) = f(0) =1 flz) =
= <x07y0):(071)
o
/(@) 2+ 1
my = f'(xo) = f'(0) = 0
r=y—yo=my (T — o) ©.1)
y—1=0-(z-0)
r=y=1 -2 -1 0 1 2
1 1 2 310 2
b) / 2x-f(x)dx:/ 20 -Vat+1lde = - -/ (22 +1) } :f-(\/§—1)21,2189
0 0 TT 3 o 3
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Una empresa de reparto de comida a domicilio reparte platos de dos restaurantes.
E160 % de los platos que reparte proceden del primer restaurante y el 40 % restante del
segundo. EI 50 % de los platos que reparte del primer restaurante estan cocinados con
productos ecoldgicos, siendo este porcentaje de un 80 % para el segundo restaurante.
Elegido un plato al azar:

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que esté cocinado con productos ecolégicos.

b) (1 punto) Si el plato seleccionado no esta cocinado con productos ecoldgicos,
obtenga la probabilidad de que proceda del segundo restaurante.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “El plato es del primer restaurante”
B = “El plato es del segundo restaurante”
E = “El plato es productos ecologicos”

0.5
@ E)=P((ANE)U(BNE))
y o = P(ANE)+ P(BNE)
/ @ =P(A)-P(E|A)+P(B)-P(E| B)
—0.6-0540.4-0.8=0.62
0.4 0.8 @ —. P(BNE) P(B)-P(E|B)
\ b) P(B|E) = P(E) = 1— P(E)
@ :mzom%
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Ejercicio 5 (2 puntos)

El tiempo diario de juego con videoconsolas de un estudiante de secundaria sigue
una distribucion normal de media p y desviacién tipica 0.25 horas.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria simple de tamaio 25. Calcule la pro-
babilidad de que la media muestral X no supere las 2.9 horas si @ = 2.75 horas.

b) (1 punto) Sabiendo que para una muestra aleatoria simple de 64 personas se ha
obtenido un intervalo de confianza (2.9388,3.0613) para p, determine el nivel de
confianza con el que se obtuvo dicho intervalo.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién A)

Solucion.

o 0.25
X N(2.75,0.25) =25 X - N[ 2.75, —== = 0.05
a) ( ) o

_ 2.9 — 2.75
P(X<29)=P(Z <2 2" = P(Z < 3) =0.9987
( ) ( 0.05 > ( )
b) n=64 &  IC = (2.9388,3.0623)
3.0623 — 2.9388 E=ze/ % 0.25
E= = 0.06125 ——L5 F = 2., - = 0.06125 = 2o/, = 1.96

2

V64
Zapy = 1.96 T2 1 —ap = 0.975 = afp = 0.025 = @ = 0.05 = | 1 —a = 0.95
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Modelo 2022
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

rT—y+z =2
r—y+az =-—1
2v+y+z2 =6

a) (1 punto) Discuta el sistema en funcién de los valores del parametro real a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = —2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 -1 11 2
|

A/A =11 -1 ar—1
I

2 1 116

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=-3a+3=0 = a=1

» Sia#1 |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. fouche . SISTEMA
COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién unica).

1 —1 112
|
nSia=1=— A/A*=|1 -1 111
|
2 1 1: 6
—1
|A| =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(A4) =2
1 -1 2
1 -1 -1 |=9#0 = ran(A*) =3
2 1 6

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 22 S197. INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = —2 por el método de Gauss, sabiendo que como
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a # 1 estamos ante un S.C.D.

1 -1 11 2 1 -1 11 2
| |

AJA*=]1 -1 211 |~| BR—F |~|0 0 —3:1-3
| |

2 1 116 Fs — 2F, 0 3 —11 2

zr—-1+1=2 =| =2
= —3z=-3 = | z=1
=3y—1=2 =| y=1

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo més
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

1 -1 112 1 -1 112
| |
AJA =1 -1 a1 -1 |~ | FBReF |~ 2 1 116
| |
2 1 16 1 =1 ar—1
b=t a—1=0
~ | Fy—2F] ~ 0 3 -1 2 = ]
| =
| - R 0 0 a—11-3 ¢
1 -1 12
|
m Sia=1=A/A"=| 0 —11 2 | = SI1ST. INCOMPATIBLE
|
0O 0 0 -3
1 -1 1
|
» Sia#1=>A/A*=| 0 3 -1+ 2 | = SisT. COMP. DETERMINADO
|
0 0 oO'-3

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor
a= —2.

2\ =ma—141=2 = | =2
|

A/A*1 0 3 —11 2 =3y—1=2 = | y=1
|
:—3 = —3z=-3 =| z=1
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Se considera la funcién real de variable real definida por:

10

f(x):x2+2x—3

a) (1 punto) Determine el dominio de f(x) y calcule sus asintotas.

b) (1 punto) Obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y de-
termine los extremos relativos indicando si corresponden a maximos o minimos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién B)

Solucién.
a) 12 +2x—-3=0 = z={-3,1} = Dom(f)=R—{-3,1}

s A. Vertical Buscamos las asintotas verticales entre
los puntos que no pertenecen al dominio.

i 10 ’
, 10 {10} Jm f@) = g7 | = +oo :
lim —————=|—| =
e>-3224+2r—3 |0 ) 10 ‘
lim f(z)=|—|=—-
r——31 0~ 2
, ]-O 47747544‘37240:2345
. 10 [10} xlg?_ J(x) = [0_} - 1) = e | 29
hmi [ ) z2+22x -3
la? 428 -3 10 lim f(z) = | 2] = 400 ‘
z—1+ N 0+ n
= A. Horizontal
z:—3i z=1
10
y = 1im:[°°}:0 .

z—+oo 2 +2x -3

Luego hay una asintota horizontal en y = 0.

9]

, —20-(z+1
b) f(:v): (x2+2(x—3)>2 =0 = —20-(:U+1):0 — rx=-—1
Signo f'(z) + + - -
Creciente | Creciente | Decreciente | Decreciente
/@) o s N N

La funcién f(z) es creciente en (—oo,—3) U (—=3,—1) y decreciente en (—1,1) U
(1,+400), y tiene un minimo relativo en (—1,—5/2).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Considere la funcion real de variable real definida por:

ar? —2x siz <2
flx) = .
In(z—1) siz>2

a) (1 punto) Determine para qué valores de a € R la funcién f(z) es continua en
su dominio.

b) (1 punto) Para a = 1, halle el drea de la regién acotada delimitada por la funcién
f(x), el eje de abscisas y las rectas x = —1, z = 0.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién B)

Solucion.
» Siz <2, f(z)=ax?— 2z, que es continua en R, porque es un polinomio

» Siz>2 f(r)=In(z—1), queescontinnaenx—1>0 = x > 1, luego continua
en r > 2.

n Siz=2

; Y 2 . .
o lim f(x)-h_}ng(ax 2x)—4a 4

T2~

e lim f(z)=limln(x—1)=0

z—2+ —2

° f(2):a22—22:4a—4

Para que f(z) sea continua en x =2 = lim f(z) = lim f(z) = f(2)
T2~ z—2F

4da—-—4=0 = |a=1

Entre las rectas verticales z = —1 y o = 0 la funcién, para a = 1, f(z) = 2% — 2, que
corta al eje OX en x =0y x = 2, lo que define un unico recinto A; = (—1,0)

0 75 0 1 4
B 2 _ 2 _n_(_*_ _ =
d:c—/_1<x —2:U>dx——3 x]_l—O ( 3 1)—3

~ 1.333 u?

=

Area = |Ay] =

Wk

3 5 .
x4 — 2z six <2
/(=) _{ In(x—1) siz>2
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Entre los deportistas profesionales, el 50 % disfrutan de una beca de alto rendi-
miento y el 30 % estd cursando estudios superiores. Se sabe también que el 10 % de los
deportistas profesionales disfrutan de una beca de alto rendimiento y ademas estan

cursando estudios superiores. Seleccionado un deportista profesional al azar, calcule
la probabilidad de que:

a) (1 punto) Disfrute de una beca de alto rendimiento o esté cursando estudios
superiores.

b) (1 punto) No disfrute de una beca de alto rendimiento, sabiendo que no est4
cursando estudios superiores.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

B = "Los depostistas tienen beca de alto rendimiento”

E = "Los deportistas cursan estudios superiores”
P(B)=0.5 & P(E)=0.3 & P(BNE)=0.1

a) P(BUE) = P(B)+ P(E)— P(BNE)=05+03-0.1=0.7

)+
P(BNE) P(BUE) 1-P(BUE) 1-07
E

b) P(B|E) = P(E) 1-P(E)  1-PE) 1-03

~ 0.4286
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Una empresa que gestiona una aplicacion de movilidad sostenible sabe que el tiem-
po que tardan en llegar a la universidad en coche los estudiantes se puede aproximar
por una variable aleatoria normal de media p minutos y desviacion tipica o = 6
minutos.

a) (1 punto) Una muestra aleatoria simple de 81 universitarios proporciona un
tiempo medio de traslado hasta la universidad de 44 minutos. Calcule el intervalo
de confianza al 98 % para estimar p.

b) (1 punto) Determine el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para
obtener un intervalo de confianza para p de amplitud a lo sumo de 3 minutos,
con un nivel de confianza del 95 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Modelo 2022 - Opcién B)

Solucion.
a) X : N(p,6) =2 7 =44
l—a=09 — a=01 = 2p =005 = 1—ak=095 2% - — 1645
o 6

= 1.0967

[.Coo(pt) = (T — BT+ E) = | 1.C.go% (1) = (42.9033; 45.0967)

b) n=? & 2E<3 = E<15 & 1-a=09

1—a=095 = a=005 = o»=0025 = 1-aL=0975 7%, - —1.96

6 2
1.5 = n> (1.96-15> =61.47 = |n =062

E:za/g'

6
=19 -—<
Vv~

Se
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Junio 2022

/
OPCION A
Ejercicio 1 (2 puntos)
Se considera la matriz
2 0 1
A= a -1 1
0 a 1

a) (1 punto) Determine los valores del parametro real a para los cuales la matriz A
es invertible.

b) (1 punto) Calcule A~! para a = 1.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A)

Solucion.

a) [A|=a?>-2a—2=0 = 2 =14/3. Porloque 3A™!, ¥V € R—{l —\/3,1+\/§}

2 0 1
b) Paraa=0,lamatrizA=| 1 —1 1 & JAl=12-2-1-2=-3
0 1 1
-2 -1 1 ] 1 -2 1 1
AdjaA=| 1 2 -2 | = A—lzm-AdeT:—g- -1 2 -1
1 -1 =2 1 -2 =2
2/3 —lf3 1/
A= 15 =2 13
15 2 23
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Ejercicio 2 (2 puntos)

El dueno de una empresa que organia fiestas infantiles quiere hacer chocolate con
leche y dispone para la mezcla de 30 litros de leche y 20 litros de chocolate liquido.
Por cada litro de chocolate debe echar como maximo 3 litros de leche y por cada litro
de leche debe echar como maximo 1.6 litros de chocolate. Ademas solo dispone de
botellas para envasar 45 litros de chocolate con leche. Por cada litro de leche de la
mezcla puede obtener un beneficio de 1 euro y por cada litro de chocolate un beneficio
de 2 euros. Determine cuantos litros de leche y de chocolate liquido debe mezclar para
obtener el maximo beneficio y calcular el beneficio que se obtiene.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A)

Solucion.

= Incbégnitas
x = “Cantidad de leche en la mezcla (litros)”

y = “Cantidad de chocolate liquido en la mezcla (litros)”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos para su representacion

@z < 3y — (0,0) & (30,10)
@y<16x — (0,00 & (10,16)
®@x+y<45 — (0,45) & (45,0)
@z <30 — (30,0)

®y<20 — (0,20)

z,y >0

» Funcién objetivo flx,y)=a+2y
= Regidon factible Representamos la
region y calculamos los vértices. v @4y =45
» Optimizacién de F.0.  Evaluamos , y=20 / \’: (25, 20)
f(x,y) en cada vértice 2 ie )
18| D: (30, 15)
Punto | =z | y | f(z,y) y =16z ><
A 0 0 0 E: (30, 10)

B [125]20] 525 .
c |25 ]20] 65

D |30 [15] 60 —
E |30 [10] 50

El beneficio maximo es de 65 euros y se produce mezclando 25 litros de leche y 20 de
chocolate liquido.

(il https://aprendeconmigomelon.com 381


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2021/22

Ejercicio 3 (2 puntos)

La figura dada representa la grafica de cierta funcion f.

35

-35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 35 4 45 5.5
-0.5
-1

-15
-2

-2.5

La grafica representada tiene tangentes horizontalesen x = -1, x =1, x =2 y x = 4.
a) (1 punto) Determine razonadamente los intervalos en los que f'(z) > 0.

b) (1 punto) Determine razonadamente cual es el signo de

[ yar

-2

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A)

Solucion.

a) Los intervalos en los que f’(z) > 0 corresponden a aquellos en los que la funcién es
creciente, es decir: (—2,—1) U (1,2) U (4,5).

5
b) La integral / f(z) dx representa la suma de areas acotadas por la funcién f(x) y
-2

el eje OX entre los puntos z = —2 y x = 5. Las areas situadas por encima del eje
de abscisas tendran signo positivo, mientras que las que estan por debajo del citado
eje tendran signo negativo. Como las areas que estdn por encima del eje OX son
superiores a la que se encuentra por debajo del mismo, la integral pedida tendra
signo positivo.
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean los sucesos A y B asociados a un experimento aleatorio tales que:
P(A)=0.6 & P(A|B)=04 & P(A| B)=0.8
, siendo B¢ el suceso complementario de B.
a) (1 punto) Calcule P(B).

b) (1 punto) ;Son A y B independientes? Justifique su respuesta.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A)

Solucion.

Utilizaremos la notaciéon B para el suceso complementario del suceso B.

a) P(A|B) = P(]f(;)B) _ 04 — P(ANB)=04-P(B) ®
. _P(ANB) P(A)-P(ANB) 06— P(ANB)
PA1B) = P(B) 1 - P(B) ~ 1-P(B)
® 06 1__0‘;‘;('5;3) =08 = 0.6—04-P(B)=08-08-P(B)

_ Jo4-P(B)=02 — | P(B) =05
P(ANB)=04-P(B)=04-05=0.2

P(ANB) =0.2 } . P(AN B) # P(A) - P(B)

Los sucesos A y B no son independientes
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Una cementera rellena sacos de cemento cuyo peso en kilogramos se puede apro-
ximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media desconocida y
desviacion tipica igual a 2 kg.

a) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria de tamano 20 y se obtiene que su
media muestral es 50 kg. Determine un intervalo de confianza del 99 % para el
peso medio de un saco de cemento.

b) (1 punto) Determine el tamaiio minimo de la muestra para que el error maximo
cometido en la estimacion de la media sea menor que 1 kilogramo con un nivel
de confianza del 90 %.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A)

Solucion.

X = “Peso de los sacos de cemento (kg)” — X : N(y, 2)

a) X : N(p,2) =2 7 =50

1—a =099 — a=001 = o»=0005 = 1—oh=0995 2% -, , = 2575

2

[.C.gg%(,u) = (f — E,T‘i‘ E) — I.C.gg%(/.t) = (4885, 5115)

byn=? & E<1 & 1-a=09

l—a=09 = a=01 = ah =005 = 1—ap=095 %, —1645

2 2
E =z, - =1 <1:>n>(1.645-1) =1082 = |n=11

2
645 - —
VLD

Sie
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Junio 2022
OprcION B

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R

r+ay+z=a
ar—y—a=0
r+y+z=1

a) (1 punto) Discuta la compatibilidad del sistema para los diferentes valores de a.

b) (1 punto) Resuelva el sistema para a = 2.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

I a 1 1a
|

A/A*=|a -1 —a10
|

1 1 1 11

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
|Al=2a—2a*=2a-(1—a)=0 = a=1{0,1}
» Sia# {0,1} |A] #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incog. o,
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 0 110
|
e Sia=0 = A/A*=|0 -1 010
|
L1 11
0
|Al =0 = ran(A) < 3y como ) #0 = ran(4) =2
1 0 0
0 -1 0|=—-1#0 = ran(4*) =3
1 1 1

ran(A) =2 # ran(A*) =3 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (A solucién)

1 1 1.

|

s Sia=1= A/A*=|1 -1 —-1:0
|

11 1
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1
|Al =0 = ran(A) < 3y como . #0 = ran(4) =2
1 1 1
1 =1 0|=0 = ran(4") =2
1 1 1

. , h,
ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 Z2Ls S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss, teniendo en cuenta que
se trata de un S.C.D.

1 2 1.2 1 2 1.2
| |
A/A =2 -1 =210 |~ | R-2R | ~| 0 -5 —41—4
| |
1 1 1.1 Fy— F 0 -1 0 1—1

=r+2-1=2 =| z=14
= 5—dr=—d = | y=
= —y=-—1 =| z2=—1/4
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Ejercicio 2 (2 puntos)

Considere la funcion real de variable real

2 —x+1
r—1

fx) =
a) (1 punto) Determine sus asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).
b) (1 punto) Calcule f'(x) y halle el valor de f'(2).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién B)

Solucion.

a) = A. Vertical Dom(f) =R — {1}

) 1
, xr—ax+1 1 xligl*f(x): [0} -
2 ]
v lim f(z) =

0
r—1t

m A. Horizontal

(0. ¢]

2 _ 41
rortl }:iooiﬂA.H.
00

= A. Oblicua Serd una recta: y = mx +n

2 _
m— lim 2% _ W:{]ﬂ

r—Foco g z—too 2 —

2
7z _ ’ x
= i (o)) = i [P
, %—Z—l—l—gfz—i—x , 1
= lim = lim
z—+oo x—1 z—too p — 1

Luego hay una asintota oblicua en y = .

o (2e-1)-(z—-1)— (2 —x+1) 2*—-2u
Ve = (=17 Ty

4—4
f(2) = CEE = 0, luego en x = 2 hay un punto singular
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Un escultor quiere dividir un alambre muy fino en dos trozos que se utilizaran para
delimitar, respectivamente, un cuadrado y un rectangulo cuya base debe medir el doble
que su altura. Posteriormente, se fabricaran ambas figuras planas con un material que
cuesta 16 céntimos de euro/cm? para el cuadrado y 10 céntimos de euro/cm? para el
rectangulo. Si el alambre inicial mide 450 cm, determine la funcién de coste total de
ambas figuras. Obtenga la longitud de cada trozo de alambre para que el coste total
de estas piezas sea minimo.

Sugerencia: Exprese el coste total en funciéon de la altura del rectangulo y utilice 3
cifras decimales para realizar los calculos.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién B)

Solucion.

Nombramos las incognitas como se muestra en la figura, de

manera que:

225 — 3
P(:v,y)=4y+6x:45oz>y:Tx ,
C(z,y) =0.16y> +0.1- 22 - x

225 — 31\
= C(z) =0.16- (256) +0.22% = 0.5627 — 54z + 2025 y

C'(z) =112z —54 =0 = x =48.214

O"(z) = 1.12 = (C"(48.214) > 0L Min en = = 48.214

Por lo que la longitud de los trozos que hace minimo el coste
de fabricacién de las figuras sera: 6z = 289.284 c¢m para el 2X
rectangulo y 450 — 289.284 = 160.716 cm para el cuadrado.

388 Matematicas CCSS - Exdmenes resueltos



Curso 2021/22

Ejercicio 4 (2 puntos)

Una carta escogida al azar es eliminada (sin ser vista) de un mazo de 52 cartas de
poker, en el que hay 13 cartas de cada palo (diamantes, corazones, picas y tréboles).
Una vez eliminada, se escoge al azar una carta, entre las que quedan en el mazo, y
esta segunda carta es observada.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que la carta observada sea de diamantes.

b) (1 punto) Si la carta observada no es de diamantes, calcule la probabilidad de
que la carta eliminada tampoco lo haya sido.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién B)

Solucion. Sean los sucesos:

D; = “La carta de la extraccion ¢ es de diamantes”
12 /51 = P((Dy N D2) U (Dy N Dy))
— ( 1ﬂD2)—|-P(D1ﬂD2)
13/52 39/51 ‘ = ( ) (D2 | D1)+P(D ) P(D2 |E1)
12
39 13 1 =0.25
13 52 51 52 51 4
39 /52 /51 B -
\ atls D2> _ P(Dy)- P(Dy | Dy)
38/51 ‘ 2
38
= 38
— 52 51 __ 4
1-1 751 =07
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Considere una poblaciéon donde observamos una variable aleatoria X con distribu-
cion normal de media p y desviacion tipica o. Sea X la media muestral de una muestra
aleatoria de tamano 10.

a) (1 punto) Determine el valor de o sabiendo que I = (58,2;73.8) es un intervalo
de confianza del 95 % para .

b) (1 punto) Si o = 20, calcule P(—10 < X — p < 10).

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién B)

Solucion.

a) X : N(u,o0) 2= 1.C.(58.2;73.8)

l-a =095 = a=0.05 = a/z—0025 — 1—ap=0.975 7% 5, = 1.96

E:73'8;58'2:7.8 — EF=19-

=78 = |0 =12.58

© g

b) X : N(p,20) =25 X - N(u,\/_ \/_—632>

— 10 10
P(—1 X — 100)=P|l— < Z < P(—1. 7 < 1.
(—10 < < 10) (632< 632> (—1.58 < Z < 1.58)

= P(Z <158) — P(Z < —1.58) = P(Z < 1.58) — P(Z > 1.58)
= P(Z<158)— 1 - P(Z<158)| =2 P(Z < 1.58) — 1
—2.0.9429 — 1 = 0.8858
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Junio 2022 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (2 puntos)

Se consideran las matrices

s

I
S = O
=
o O O

v B=A+al, donde I es la matriz identidad de orden 3 y a es un nimero real.
a) (1 punto) Calcule A - (A? — A%).

b) (1 punto) Calcule los valores de a para que las matrices B y AB sean invertibles.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.
010 010 1 0 0 a
A=|1 0 0 & B=A+al=]11 0 0 |+a 010 (=11
010 010 0 01 0 a
010 010 1 00
a) A2=11 0 0 1 00]|=1010
010 010 1 00
1 00 1 00 1 00
At =A%2.A%2=101 0 01 0|=]010]|=A2
1 00 1 00 1 00
000
A~(A2—A4):A-(AQ—A2):A-O:O: 000
000

b) |Bl=a*—a=a-(a>-1)=0 = a={-1,0,1} = IB'Va+#{-1,0,1}
|AB|=|A|-|B|=0-|B|=0 = #(AB)"'Vaec R
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Ejercicio 2 (2 puntos)

que se obtiene.

Un almacén de legumbres al por mayor tiene sacos de dos tipos, con capacidad para
5 kg de peso y con capacidad para 10 kg de peso. Solo tiene 180 sacos de capacidad 10
kg. Debe poner a la venta como mucho 2000 kg de alubias en sacos de ambos tipos. Por
cada 3 sacos de 10 kg puede vender como mucho 2 sacos de 5 kg, y como minimo tiene
que poner a la venta 20 sacos de 5 kg y 60 de 10 kg. Por cada saco de 10 kg obtiene un
beneficio de 5€ y por cada saco de 5 kg obtiene un beneficio de 2€. Determine cuantos
sacos de cada tipo debe vender para obtener el maximo beneficio y calcule el beneficio

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

» Incégnitas

= “N? de sacos de 5 kg”
= “N€ de sacos de 10 kg”

= Restricciones: Escribimos las restricciones y los puntos necesarios para su repre-

sentacion

(D 60 <y <180 — (0,60) & (0,180)
@ 52+ 10y < 2000 — (0,200) & (400, 0)
® 3r < 2y — (0,0) & (20,30)
@ 2 > 20 — (20,0)
» Funcién objetivo flx,y) =2z + 5y
= Regidn factible Representamos
la fegién y calculamosplos vértices. MN\\S: (40, 180) y = 180 pd
» Optimizacién de F.0. Evalua- 160 ® (20'518(2_ 10y — 205
mos f(x,y) en cada vértice 10 s 2 {100, 150)
lm=20
Punto | = | vy | f(z,y) 0
A 20 | 60 340 80
B | 20 |180| 940 R
C |40 [180] 980 w /'( s
D 100 | 150 | 950 « .
E 40 | 60 380 2 0 €0 8 100 120

El mdzimo beneficio es de 980€ que se obtiene vendiendo 40 sacos de 5 kg y 180 de 10 kg.
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Se considera la funcion real de variable real

2c —a ,s5ix < —2
f(x) =4 2? ,si —2<2<1
r+b ,sil<cz

a) (1 punto) Determine los valores de a y b que hacen que f sea continua en R.

b) (1 punto) Para a = b= —8, calcule

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

a) Dom(f) = R, por lo que habrd que estudiar la continuidad de la funcién en sus
fronteras. Una funcién f(z) es continua en z = a si lim f(z) = f(a).

s Siz=-2
oml}gi f(x) :$11>n_12(2x—a) =—4—a
e lim f(z)= lim 2> =4 = —4—a=4 = |a=-8
z——2+ T——2

o f(-2) = (-2’ =4

Tr—r
— 1+b=1 = |b=0

o f(1)= (1) =1

20 +8 ,six < =2
b) Para a = b= —8 la funcién f(z) = | 22 ,8i —2<2x <1
r—8 ,sil<zx

0 -2 0 9 [[‘3 0
/ f(x)dx:/ (2x+8)d1’+/ :Ude:xz—l—Sx} 3—1—31
_9 — _2

-3 -3

:(4—16)—(9—24>+0_(_§):137

https://aprendeconmigomelon.com 393


https://aprendeconmigomelon.com

Curso 2021/22

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sean A y B sucesos independientes de un experimento aleatorio con P(B) =1/2
a) (1 punto) Calcule P(A) para el caso en que P(AU B) = 3/a.
b) (1 punto) Calcule P(A) para el caso en que P(AN B¢) = 1/a.

Nota: B¢ debota el suceso complementario de B.

(Madrid - Matematicas CCSS - Junio 2022 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.
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Ejercicio 5 (2 puntos)

Para estimar la proporcion poblacional de las familias que tienen internet en una
determinada ciudad se ha tomado una muestra de familias al azar.
